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❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✳
▼♦ts ❝❧és ✿ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❛✈❡❝ ❜♦r❞✱ ♠♦❞è❧❡s ✐♥té❣r❛❜❧❡s✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r✳
■■■
❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r②
❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s
❆❜str❛❝t ✿
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜♥✐t❡ s✐③❡ ❡✛❡❝ts✱ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ❜✉✐❧t ✐♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ✇✐t❤
♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ✜♥✐t❡
❛♥❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❞✐✈❡r❣❡s✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦✱ ♦r ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❖✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t ❛ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ♠❛❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❣r❡ss ❛s ✐ts ❜✉❧❦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢
s✉r❢❛❝❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥✉♠❡r♦✉s ♥❡✇ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✱ s✉❝❤ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝r✐t✐❝❛❧
❡①♣♦♥❡♥ts ♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇✐t❤
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣♦❧②♠❡rs ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✈❛♥t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s✉❝❤
t❤❡♦r✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ tr② t♦ t✉r♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ✐s t❤❛t ✇❡
❣❡t ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✇❡✐❣❤ts ✿ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r②✳ ❲❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❖✉r str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t
r❛t❤❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✭st♦❝❤❛st✐❝✮ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥
✭❙▲❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t♦②✲♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❤❡♦r✐❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ t❤❡♦r② t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝❤✐r❛❧
❛❧❣❡❜r❛s ❛r❡ ♠✐①❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤
❝❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ❛t q✉❛♥t✉♠ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ ✶✰✶❉ s②st❡♠s ✭❡✳❣✳ ❣❛♣❧❡ss s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s✮✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❡♥tr♦♣✐❡s ♦r ✜❞❧✐t✐❡s✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ s②st❡♠s✳
❑❡② ✇♦r❞s ✿ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❢♦r♠❛❧
✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥✳
■❱
❆rt✐❝❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s
❈❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡ r❡♣r❡♥❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
P✉❜❧✐és ❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s à ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
✶✳ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱
◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✶✸✱ ✹✸✵ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✵✽✶✷✳✷✼✹✻✳
✷✳ ❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❡❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❏✳
❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✵✸✱ ✶✹✺✼✵✶ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✵✾✵✾✳✷✾✹✾✳
✸✳ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ O(n) ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s✱ ❏✳ ❉✉✲
❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✷✼✱ ✹✺✼ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✵✾✵✺✳✶✸✽✷✳
✹✳ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛t ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ c = 0 ✿ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②
b ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✸✹✱ ✸✾✾ ✭✷✵✶✵✮✱
❛r❳✐✈ ✿✶✵✵✶✳✶✶✺✶✳
✺✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦tts ♠♦❞❡❧✱ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳
❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❏✳ P❤②s✳ ❆ ✿ ▼❛t❤✳ ❚❤❡♦r✳ ✹✸✱ ✹✽✷✵✵✷ ✭✷✵✶✵✮✱ ❛r❳✐✈ ✿✶✵✵✽✳✶✷✶✻✳
❱
❱■
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❏❡s♣❡r ❡t ❍✉❜❡rt✱ q✉✐ ♦♥t ❡♥❝❛❞ré ♠❡s tr❛✈❛✉① ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ ❡t
❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣r✐s ♣❧❛✐s✐r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♠❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉r
s♦✉t✐❡♥ ❛❝t✐❢ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s à ❞✐✈❡rs ♠♦♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ♣r♦s♣❡❝t❛✐s
♣♦✉r ♠♦♥ ♣♦st❞♦❝✳
❏❡ s✉✐s ❤♦♥♦ré ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❏♦❤♥ ❈❛r❞② ❡t ❞✬■❧②❛
●r✉③❜❡r❣✱ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ tr❛✈❡rs❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ▼❛♥❝❤❡ ❡t ❧✬❆t❧❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ♠❛
s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❏❡ ❧❡✉r s❛✐s ❣ré ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❧❡ rô❧❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡✉r✱ ♠❛❧❣ré ❧✬❡✛♦rt ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❛
r❡♣rés❡♥t❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ré❞✐❣é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❍❡♥❦ ❍✐❧❤♦rst✱ ❉❡♥✐s
❇❡r♥❛r❞ ❡t ❏❡❛♥✲❇❡r♥❛r❞ ❩✉❜❡r ❞✬❛✈♦✐r ❜r❛✈é ❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❣rè✈❡s ❞✉ ❘❊❘ ❇ ♣♦✉r ✈❡♥✐r à ❙❛❝❧❛②
❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② q✉✐✱ ♣❛r ❧❡✉r
❧❡❝t✉r❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ❡t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡✱ ♠✬♦♥t ❛✐❞é à ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✳
❏✬❛✐ ♣❛ssé tr♦✐s ❛♥♥é❡s à ❧✬■P❤❚ à ❙❛❝❧❛②✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❢♦rt ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✱ ❡t ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r✲
❝✐❡r ❝❡✉① ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❢♦♥t ❞❡ ❝❡t ✐♥st✐t✉t ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ♦ù ✐❧ ❡st s✐ ❛❣ré❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ✿
❍❡♥r✐ ❖r❧❛♥❞✱ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ❖❧❧✐tr❛✉❧t✱ ❖❧✐✈✐❡r ●♦❧✐♥❡❧❧✐✱ ❙②❧✈✐❡ ❩❛✛❛♥❡❧❧❛✱ ❆♥♥❡ ❈❛♣❞❡♣♦♥✱ ▲❛✉r❡ ❙❛✉❜♦②✱
❇r✉♥♦ ❙❛✈❡❧❧✐✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❚❤❛✉♠♦✉①✱ ❈❛t❤❡r✐♥❡ ❈❛t❛❧❞✐✱ ▲♦ï❝ ❇❡r✈❛s ✳ ✳ ✳ ▲❡✉r tr❛✈❛✐❧ à t♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ❧♦✉r❞❡✉rs ❡t tr❛❝❛s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬■P❤❚ ♣♦ssè❞❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s
♣❧✉s ❜❡❧❧❡s s❛❧❧❡s ❝❛❢é ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ♣♦✉r ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é ❧❡
t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❛❧❧❡ ❝❛❢é✱ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ② ❝r♦✐s❡r✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❙❛❝❧❛②s✐❡♥s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s t❤és❛r❞s✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
❥❡✉♥❡✱ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❢❛✐s❛✐t ♥♦tr❡ q✉♦t✐❞✐❡♥ à ❙❛❝❧❛②✱ ❡t
q✉✐ ♠❡ ♠❛♥q✉❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ✿ ❧❡s ✐♥t❡r♠✐♥❛❜❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❞é❜❛ts✱ ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ❝✐♥é♣❤✐❧❡s✱ r❡♣❛s à ❧❛
❝❛♥t✐♥❡ ✸✱ ❜✐èr❡s ❞✉ ✈❡♥❞r❡❞✐ s♦✐r✱ s♦✐ré❡s ❝❤❡③ ❈❧é♠❡♥t✱ ❡t❝✳
❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ ❜✉r❡❛✉ ✭❧❡ ✶✵✾✮ ❛✈❡❝ ❈❧é♠❡♥t ❡t ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ✈é❝✉ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥❡❝t♦❞❡s ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ r✐❣♦❧é ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✱ ❡t ❥❡ ❧❡s ❡♥ r❡♠❡r❝✐❡✳ ❙✉r ❧❡
♣❧❛♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛✉ss✐✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝✉t❡r ❛✈❡❝ ❡✉①✳ ❏✬❛✐ ♣✉ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡
à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❡t ♠✬✐♥✐t✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ❞✬✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t ❡t ●ré❣♦✐r❡✱ q✉❡
❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❝♦❧♦❝❛t❛✐r❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s st✉❞✐❡✉s❡ ❡t ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡ q✉✐ ré❣♥❛✐t
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t à P❛r✐s ♣✉✐s à P❛❧❛✐s❡❛✉✳ ❏❡ s✉✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ❚❤♦♠❛s✱ t❛♥t
♣♦✉r ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ✐♥❡st✐♠❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s été ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣❡❡❦❡r✐❡s ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❧✬❛✉t❡✉r✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é ❛✈❡❝ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❛♥♥é❡s
❞✬ét✉❞❡s✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▲❛✉r❡✱ q✉✐ ❡st à ♠❡s ❝ôtés ❞❡♣✉✐s t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s✱ ❡t q✉✐ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❝❡ssé ❞❡
♠❡ s♦✉t❡♥✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s s❛❝r✐✜❝❡s ❛✉①q✉❡❧s ❡❧❧❡ ❞❡✈❛✐t ❝♦♥s❡♥t✐r ❡t ❧❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛✈❡♥✐r ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❡❧❧❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳
❱■■
❱■■■
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
■ P❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✿ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✺
■✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
■✳✷ P♦❧②♠èr❡s ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
■✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠♣✉r❡tés q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ❧✬❡✛❡t ❑♦♥❞♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
■■ ❚❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞ ✷✶
■■✳✶ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
■■✳✶✳✶ P❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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❈❤❛♣✐tr❡ ■
P❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❡✛❡ts
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✿ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs ❛s♣❡❝ts ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦r❞s✳
▲❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s s♦♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ♦♥
✈❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ à ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ s②tè♠❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ♣❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts✱
♠❛✐s ♣❧✉tôt ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ S(~r) s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ à ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡
〈S(~r1)S(~r2)〉 ∼ e−|~r1−~r2|/ξ
♦ù ξ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❞✐✈❡r❣❡ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
〈S(~r1)S(~r2)〉 ∼ |~r1 − ~r2|2−d−η
♦ù η ❡st ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✭❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✴❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ η ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s❛✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝r✐✲
t✐q✉❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✜♥✐❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡✮ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t
❞✬❛✈♦✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡r❛✐❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉❡ t♦✉t❡ ❢❛✲
ç♦♥✱ ♦♥ ❛tt❡♥❞ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞ûs à ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s♦✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ξ ❡st ✜♥✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ❝♦♥✜♥és ❞❛♥s ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ξ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜♦r❞✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ L≫ ξ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦✐♥ ❞✉ ❜♦r❞✮ s♦♥t ✐♥s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t s✬é❝r♦✉❧❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②tè♠❡ ✿ ξ ≈ L✳ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ η = 1/8 s✐ d = 2✱ η ≈ 0, 039 s✐ d = 3 ❡t η = 0 ❡♥
❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳
✺
❞♦♥❝ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
■✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❢❡rr♦♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡s
▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r✲
❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛ ✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ 〈S(~r)〉 = m(~r)✳ ❉❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡t s❛♥s ❜♦r❞s ♦♥ ❛tt❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♦✐t ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s
t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ m(~r) = mV ✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡
♣❡✉t ✈❛r✐❡r ♣rès ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐ z > 0 ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ z . ξ
❧✬❛✐♠❛♥t❛✐♦♥ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r m(z) 6= mV ✳
z0 ξ
m(z)
mV
❋✐❣✳ ■✳✶ ✕ Pr♦✜❧ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ m(z)✱ ♦ù z ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ξ
❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❯♥ s♣✐♥ ❧♦❝❛❧✐sé s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥s q✉✬✉♥ s♣✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❞✐♠✐♥✉❡r ♣rès ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✜❣✉r❡ I.1✮✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡
♣r♦✜❧ ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t
❢♦rt❡s✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ s✉r
❧❡ rés❡❛✉ (aZ)d✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✈✐t ✉♥ s♣✐♥ Si = ±1✳ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st
HV = −J
∑
<ij>
SiSj ✭■✳✶✮
❡t ❛✉ ❜♦r❞ ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ rés❡❛✉ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ (aZ)d−1 × aN✮
Hs = −Js
∑
<bc>
SiSj ✭■✳✷✮
✻
♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ♣❛✐r❡s ❞❡ s✐t❡s ✈♦✐s✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ 〈bc〉✳ ❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ r✐❝❤❡ ✭✜❣✉r❡ I.2✮ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡sq✉✐ss❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t
♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♣✐♥ Si ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s −JSi
∑
j Sj ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ❞é❝♦✉♣❡ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t s✐t✉és à ❞✐st❛♥❝❡ z ∈ aN ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❡t ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ m(z)✳ ▲❡ t❡r♠❡
∑
j Sj ✭❧❡s j ❞és✐❣♥❡♥t
❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ s✐t❡ i✮ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r 2(d−1)m(z)+m(z−a)+m(z+a)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐t❡ b s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r −JsSb2(d−1)m(0)−JSbm(a)
P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ < Si > ✭♦✉
< Sb >✮ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧❡ à m(z)
m(z) = tanh
[
2J(d− 1)
T
m(z) +
J
T
m(z − a) + J
T
m(z + a)
]
✭■✳✸❛✮
m(0) = tanh
[
2Js(d− 1)
T
m(0) +
J
T
m(a)
]
. ✭■✳✸❜✮
P❤❛s❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❙✐ T < TC = 2Jd ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
mV = m(z → ∞) ❡st ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❡t ✈ér✐✜❡ mV = tanh
[
TC
T mV
]
✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ T/TC → 1−
❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ m2V ≃ 3(T/TC)2(1 − T/TC)✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t z ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭I.3✮ ❞❡✈✐❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❡♥ m(z)
−ξ2d
2m
dz2
(z) +m(z) = mV ✭■✳✹❛✮
−λdm
dz
(0) +m(0) = 0 ✭■✳✹❜✮
♦ù ξ2 ≃ a2/(2d)1−T/TC ❡t λ ≃
a
1−2(d−1)(Js/J−1) ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ I.1 ✿ m(z) = mV
(
1− 11+λ/ξe−z/ξ
)
♣♦✉r J = Js✳ ❖♥ ✈♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥
❛✉❣♠❡♥t❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t Js/J ✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à
❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✭m(0) > mV ✮✳
P❤❛s❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◗✉❛♥❞ T > TC ❧❡s s♣✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
s♦♥t ❞és♦r❞♦♥♥és✳ ▲❡s s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥és q✉❡ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Js ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞és♦r❞r❡✴♦r❞r❡ ❞❡s s♣✐♥s ❞✉ ❜♦r❞ ❛ ❧✐❡✉ à ✉♥❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ TCs(Js) > TC ✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ P✉✐sq✉❡
❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❡s s♣✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❜♦r❞✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✴❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ à d − 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ q✉❡ s✐ d − 1 ≥ dinf ✱ ♦ù dinf ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❛✈❡❝ s②♠étr✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❡r♠✐♥✲❲❛❣♥❡r✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ♦♥ ❡st ♣❧✉tôt ❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ P❡✐❡r❧s ✿ ♦♥
✈♦✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮✱
♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡ s✐ d ≥ 3✳
✼
TTC
Js/J
❱♦❧✉♠❡ ♦r❞♦♥♥é
❱♦❧✉♠❡ ❞és♦r❞♦♥♥é
❙✉r❢❛❝❡
❞és♦r❞♦♥♥é❡
❙✉r❢❛❝❡
♦r❞♦♥♥é❡
❙✉r❢❛❝❡
❖r❞✐♥❛✐r❡ ❊①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡
❙♣é❝✐❛❧❡
❋✐❣✳ ■✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛✲
t✉r❡ T ❡t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s Js/J ❡♥tr❡ s♣✐♥s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t s♣✐♥s ❞✉ ❜♦r❞✳ ❆ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✴♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ T = TC ✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Js/J ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ s♣é❝✐❛❧❡ ♦✉
❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ♥✬❡st ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✜♥❡ss❡s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ② ✈♦✐r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P✉✐sq✉❡
❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ m(z) ≪ 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭I.3✮✳
−ξ2d
2m
dz2
(z) +m(z) = 0 ✭■✳✺❛✮
−λdm
dz
(0) +m(0) = 0 ✭■✳✺❜✮
♦ù ξ2 = a
2/(2d)
T/TC−1 ❡t λ =
a
1+2d(T/TC−1)−2(d−1)(Js/J−1) ✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ m(z) = 0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s q✉❛♥❞ λ/ξ = −1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ m(z) = cste.e−z/ξ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣rès ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡t ♦♥ ❡st
♦❜❧✐❣é ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ m(z)3 ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭I.5✳❜✮✳ ❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡
♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥m(z) 6= 0 ❡①✐st❡ ❞ès q✉❡ λ ≤ −ξ✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡
TCs(Js) ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ λ(TCs)/ξ(TCs) = −1✱ ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ T → T+C à
TCs
TC
− 1 = 1
2d
[
1− 2(d− 1)
(
Js
J
− 1
)]1/Φ
. ✭■✳✻✮
✽
Φ = 1/2 ❡st ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ I.2 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ TC ✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✱ s♣é❝✐❛❧❡✳ ❆ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡ T = TC ✱ ✐❧ ②
❛ tr♦✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Js/J ✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s tr♦✐s
❝❧❛ss❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠②r✐❛❞❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s ♦✉ ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛
s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s s✉r❝❤❛r❣❡r ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s❝✉t♦♥s ♣❛s ❝❡s ❡①♣♦s❛♥ts ✐❝✐✱ ♠❛✐s
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t❡s r❡✈✉❡s ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ❧✐❡✉ à T = TC ❞ès q✉❡ Js/J ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥✲
t❛♥é❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛rt♦✉t✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ Js/J ✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t❡ ❛✉ ❜♦r❞✱
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧♦❝❛❧✐sé à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Js/J ❡st ❛ss❡③ ❢♦rt✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡
❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s s♣✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ❞és♦r❞♦♥♥és✳ ❈❡❝✐
❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❈✉r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Js/J ❡st ✐rr❡❧❡✈❛♥t❡✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s❡
r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ■✳✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭I.6✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ q✉❛♥❞
Js/J = 1 + 1/(2d − 2)✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛
s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ✿ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Js/J ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ✢♦t
✈❡rs ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✳
■✳✷ P♦❧②♠èr❡s ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♠èr❡ ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✹✱ ✺❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ N ♠❛✐❧❧♦♥s ✭❧❡s ♠♦♥♦♠èr❡s✮✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣❧❛❝❡r
s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝✉❜✐q✉❡ (aZ)d✳ ❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦♥♦♠èr❡s ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ N ♣❛s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✭✜❣✉r❡
I.3✮✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ✐❞é❛❧❡✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ✏ré❡❧❧❡✑ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❛✉t♦✲é✈✐t❛♥t❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té
❞✐✛ér❡♥t❡s ✭s✐ d < 4✮✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉t♦✲é✈✐t❛♥t❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ▼❛r❦♦✈✐❡♥✳
❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠❛r❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛✉t♦✲é✈✐t❛♥t❡✱ ❡t ❧❡s
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐ d ≥ 4✳
◆♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
✾
AB
❛ ❜
A
B
❋✐❣✳ ■✳✸ ✕ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡ s✉r rés❡❛✉ ✿ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✐❞é❛❧✐sé❡ ✭❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡
❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✏ré❡❧❧❡✑ ✭❜✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛✉t♦✲é✈✐t❛♥t❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬✉♥✐✈❡r✲
s❛❧✐té s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐ d < 4✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡s s✐ d ≥ 4✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ✐❞é❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✏ré❡❧❧❡✑✳
✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❝é❧è❜r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣❛r ❞❡ ●❡♥♥❡s
❡♥ ✶✾✼✷ ❡t ❛ été très ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❡♣✉✐s✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡st très ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ à n → 0 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♣✐♥ ❛✈❡❝ s②♠étr✐❡
O(n) ❬✹❪✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♠èr❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❛♥❞
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❜♦r❞✳ ▲❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✮✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦✉ ré♣✉❧s✐✈❡✳ ❙✐ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st très ❢♦rt❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ t♦✉t ❧❡ ♣♦❧②♠èr❡ ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦❧❧é s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ré♣✉❧s✐✈❡✱ ♦✉ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❛✐s tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡
♣♦❧②♠èr❡ s❡ ❞ét❛❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s
✭✜❣✉r❡ I.4✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡✳
▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥ ✭♣♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❬✻❪ q✉✐ ❡st ❞é❞✐é ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✐❞é❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N s✉r ❧❡ rés❡❛✉ (aZ)d✱ ❞♦♥t ✉♥❡
❞❡s ❡①tré♠✐tés ❡st ✜①é❡ ❡♥ 0 ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ~r✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ N ≫ 1 ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ~r ❡st
❣❛✉ss✐❡♥♥❡
p(~r) ∝ N−d/2 exp
(
− |~r|
2
2Na2/d
)
. ✭■✳✼✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❋❧♦r② ❞é✜♥✐ ♣❛r
〈
|~r|2
〉
∼ a2N2ν ✈❛✉t ν = 1/2 ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳
✶✵
ǫǫc
❋✐❣✳ ■✳✹ ✕ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✿ q✉❛♥❞ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ǫ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦♥♦♠èr❡ ❡t
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣❡r❞✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦♥♦♠èr❡s q✉✐
❛❞❤èr❡♥t ❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❡ ♣♦❧②♠èr❡ s❡ ❝♦❧❧❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ aN× (aZ)d−1✱ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ❛tt❛❝❤é❡ ❡♥ 0✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ~r =
(
r⊥, ~r‖
)
✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ N ≫ 1
♦♥ ❛ p(~r) = p(r⊥)p(~r‖)✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(~r‖) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ✭■✳✼✮ ❡♥ d − 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r⊥ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡s
♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ré❛❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ N ′ = N/d ♣❛s✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ N ≫ 1✳
▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ {Xn}0≤n≤N ′ ✈ér✐✜❡
|Xn+1 −Xn| = 1 ✭■✳✽❛✮
Xn ≥ 0 ✭■✳✽❜✮
X0 = 0 ✭■✳✽❝✮
❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ {Xn} ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ′ ✈❛✉t
p ({Xn}) = e ǫT N0 ✭■✳✾✮
♦ù −ǫ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥♥é❡ à ✉♥ ♠♦♥♦♠èr❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ T ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❡t
N0 =
N ′∑
n=1
δXn,0 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡t♦✉rs ❡♥ 0✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ eǫ/T ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❧❡ rés✉❧t❛t s❡r❛✐t ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s eǫ/T = 1, 2, ∞✳ ❈❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts s♦♥t s✉✣✲
s❛♥ts ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✳
eǫ/T = 1✳ ▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ {Xn}0≤n≤N ′ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡
t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛❞♠✐s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à k ❡♥ N ′ ♣❛s✱ s❛♥s ❥❛♠❛✐s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡ s✐t❡ −1✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r −1 ♥✬❡st
✶✶
❛✳
Xn
n
0 ❜✳
Xn
n
0
❋✐❣✳ ■✳✺ ✕ ✭❛✮ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ✐♥t❡r❞✐ts ♣♦✉r ❧❛ ♠❛r❝❤❡ Xn s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥♦♥
r❡str❡✐♥ts ♣❛rt❛♥t ❞❡ −2✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ {Xn}0≤n≤N ′ ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥
Xn 7→ −Xn✳
♣❛s ❛❞♠✐s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é ♣❛r ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ s✐t❡
−1 s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦♥ r❡str❡✐♥t q✉✐ ♣❛rt ❞✉ s✐t❡ −2 ✭✜❣✉r❡ ■✳✺✳❛✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s {Xn}0≤n≤N ′ q✉✐ ✈♦♥t ❞❡ 0 à k ❡♥ r❡st❛♥t s✉r ❧❡s s✐t❡s ♣♦s✐t✐❢s
ZN ′,k =
(
N ′
N ′−k
2
)
−
(
N ′
N ′−k−2
2
)
=
2(k + 1)
N ′ + k + 2
(
N ′
N ′−k
2
)
✭■✳✶✵✮
▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❛r❝❤❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ′ ❡st ZN ′ =
N ′∑
k=0
ZN ′,k =
(
N ′
N ′/2
)
✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pN ′(k) = ZN ′,k/ZN ′ ✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❛♥❞ N, k ≫ 1 ✈❛✉t
pN ′(k) ∝ k
N ′
exp
(
− k
2
2N ′
)
✭■✳✶✶✮
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt s✉r ❧❡ rés❡❛✉ aN× (aZ)d−1
pN (r⊥) ∝ r⊥
aN
exp
(
− r
2
⊥
2Na2/d
)
. ✭■✳✶✷✮
❉❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡✱ ❧✬❡①tré♠✐té ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ❡st à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ∝ a√N ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❛♥t✐té ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
♠♦♥♦♠èr❡s ❛❞s♦r❜és 〈N0〉✱ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡t♦✉rs à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐❝✐ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s s✉r❝❤❛r❣❡r ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
✶✷
♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❬✻❪
〈N0〉 = O(1) ✭■✳✶✸✮
q✉❛♥❞ N ′ ≫ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ 〈N0〉 ♥❡ ❝r♦ît ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r N ′✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ♥♦♥✲❛❞s♦r❜é ✿ ❧✬❡①tré♠✐té ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ✢♦tt❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❙❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s ♠♦♥♦♠èr❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❛tt❛❝❤é❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
eǫ/T = 2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞♦♥♥é à ❧❛ ♠❛r❝❤❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬❡❧❧❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❡ ✭Xn = 0✮ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞û à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ Xn ≥ 0✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 2 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐①
❣❛✉❝❤❡✴❞r♦✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ t♦✉❝❤❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭✜❣✉r❡ ■✳✺✳❜✮✱ ❡t ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ♥♦♥ r❡str❡✐♥t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
ZN ′,k =
(
N ′
N ′−k
2
)
✭■✳✶✹✮
❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❤❛❜✐t✉❡❧
pN ′(k) ∝ (N ′)−1/2 exp
(
− k
2
2N ′
)
✭■✳✶✺✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ p(r⊥) ∝ N−1/2 exp
(
− r
2
⊥
2Na2/d
)
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ aN× (aZ)d−1✳
▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ r⊥ = 0✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠♦♥♦♠èr❡s ❛❞s♦r❜és 〈N0〉 ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é à ❝❡ ♣♦✐♥t ❬✻❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
〈N0〉 ∝
√
N ✭■✳✶✻✮
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ N ≫ 1✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡
s✐♠♣❧✐✜é✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦♠èr❡s ❛❞s♦r❜és q✉✐ ✈❛r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
♣♦❧②♠èr❡✱ ❡t ❧✬❡①tré♠✐té ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥✲
❝é❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
eǫ/T =∞✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ ♠♦♥♦♠èr❡s ❛❞s♦r❜és à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡
❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✿ ♦♥ ❛ Xn = 0 s✐ n ❡st ♣❛✐r✱ ❡t Xn = 1 s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ r⊥ ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
p(r⊥) = δ(r⊥) ✭■✳✶✼✮
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠♦♥♦♠èr❡s ❛❞s♦r❜és ❝r♦ît ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♠èr❡
〈N0〉 ∝ N. ✭■✳✶✽✮
✶✸
P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ eǫ/T ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s q✉❛♥❞ N ≫ 1 q✉❡ ❝❡✉① ❞é❝r✐ts ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s eǫ/T = 1 ♦✉ ∞✳
❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈♦✐r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
q✉✐ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✜①❡s st❛❜❧❡s✱ ❧✬✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦❧②♠èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❞s♦r❜é à
❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✉ ♣♦❧②♠èr❡ ♥♦♥✲❛❞s♦r❜é q✉✐ ✢♦tt❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♣♦✐♥t eǫ/T = 2 ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱✳
■✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠♣✉r❡tés q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ❧✬❡✛❡t ❑♦♥❞♦
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠♣✉r❡tés q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥
s♦❧✐❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉r❡tés ✐s♦❧é❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s
s②tè♠❡✳ ❖♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té ✉♥✐q✉❡✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
▼❛✐s✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜♦r❞✳ ▲✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❧❡s
♣♦❧②♠èr❡s ❡st ❛❧♦rs ❢r❛♣♣❛♥t❡✳ ▲✬❡✛❡t ❑♦♥❞♦ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
♦♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❬✼❪✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑♦♥❞♦ ❡st ❞❡st✐♥é à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐té à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❉✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥t❡
à ❧❛ rés✐st✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❛✉① ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦②❛✉①
❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❤♦♥♦♥s s♦♥t ❡①❝✐tés✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❛✉①
❧❛ rés✐st✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ rés✐st✐✈✐té
rés✐❞✉❡❧❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s s✉r ❧❡s ✐♠♣✉r❡tés ❡t
❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✱ q✉✐ ♣❡rs✐st❡ ♠ê♠❡ à très ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ♥❡
s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ♣❧✉s ❡①❝✐tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛✉① ♥♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬♦r ♦✉ ❧❡
❝✉✐✈r❡✱ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❞♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵ ❝❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
s✉r ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ✶✾✻✹✱ ❑♦♥❞♦ ❛
♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s♣✐♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉r❡té ❡t ❧❡ s♣✐♥ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❡♥ R ∝ −J log T ✱ ♦ù J ❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭q✉❛♥❞ J > 0✮ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té ❡t ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✱ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡✛❡t ♦❜✲
s❡r✈é✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ q✉❡ s❡
♣❛ss❡✲t✲✐❧ q✉❛♥❞ T → 0 ❄ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❑♦♥❞♦ −J log T ❞✐✈❡r❣❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱
à très ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ rés✐st✐✈✐té rés✐❞✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❤❛✲
❜✐t✉❡❧✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑♦♥❞♦ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉✬❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
TK ✳ ❈❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑♦♥❞♦ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡✮ ❛ ♠♦t✐✈é ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✳ ❉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❆♥❞❡rs♦♥✱
♣❛r ❲✐❧s♦♥ ❡t ♣❛r ◆♦③✐èr❡s✱ q✉✐ ♦♥t ❛❜♦✉t✐ à ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣❤②s✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s
✉♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ J > 0 ✭❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ ♦♥
✶✹
❛❜❛✐ss❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❆ très ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❝♦✉♣❧❡♥t à
❧✬✐♠♣✉r❡té ❡t ✈✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬é❝r❛♥t❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡
✉♥ s✐♥❣✉❧❡t ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣✉r❡té ✭s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ✉♥ s♣✐♥ 1/2✮✳ ▲❡ s♣✐♥ ❞❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐t
♣❧✉s ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳
❛✳ 0 T
R
❜✳ 0 T
R
❋✐❣✳ ■✳✻ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ rés✐st✐✈✐té t②♣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ét❛❧ s❛♥s ✐♠♣✉r❡tés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✭❛✮ ❡t ❛✈❡❝
❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐❢❡r♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❜✮✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭❜✮ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❡✛❡t ❑♦♥❞♦✳
❘é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ 1 + 1❉ ❛✈❡❝ ❜♦r❞✳ ❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠♣✉r❡té ❬✼❪
H =
∫
d3~r
[
ψ†α(~r)
(
− 1
2m
∇2 − ǫF
)
ψα(~r) + Jδ
3(~r)ψ†α
~σβα
2
ψβ .~S
]
✭■✳✶✾✮
♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ǫ(~k) = k
2
2m − ǫF ✳ ~S ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♣✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té
s✐t✉é❡ ❡♥ 0✳ ▲❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❛♥♥✐❤✐❧és ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ψα(~r)✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛
✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡tt❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t
∣∣∣~k − kF ∣∣∣ < Λ✳
▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s❡✉❧❡ ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s
✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t
ψ~k =
1√
4πk
ψ0(k) + autres harmoniques ✭■✳✷✵✮
♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ✭■✳✶✾✮
H =
vF
2π
i
∫ ∞
0
dr
(
ψ†L
d
dr
ψL − ψ†R
d
dr
ψR
)
+ vF λψ
†
L(0)
~σ
2
ψL(0).~S + autres harmoniques ✭■✳✷✶✮
▲❡s ✏❛✉tr❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✑ ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ~S ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ♥é❣❧✐❣❡r✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ✭■✳✶✾✮
à ✭■✳✷✶✮ ♦♥ ❛ ❧✐♥é❛r✐sé ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ǫ(k) ≈ vF (k − kF ) ❡t ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é λ = JmkF
π2
✭♥♦t❡r q✉❡ mkF
π2
❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬ét❛ts ♣❛r ✉♥✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
✶✺
♣❛r s♣✐♥✮✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ à 3+1❉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ 1+1❉ ❣râ❝❡ à ❧❛ s②♠étr✐❡
s♣❤ér✐q✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té ❡st s✐t✉é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞❡♠✐✲❛①❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ré❞✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑♦♥❞♦ ✐♥✐t✐❛❧ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ 1 + 1❉ ❛✈❡❝ ❜♦r❞✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ β à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❡♥ λ ✭✈♦✐r ❬✼❪✮
dλ
d logD
= −λ2 ✭■✳✷✷✮
♦ù D ❡st ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐sé λ0 à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ D0 ♦♥
❛ ❞♦♥❝
λ(D) ≈ λ0
1− λ0 log(D0/D) ✭■✳✷✸✮
❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭λ > 0✮✱ ❛❧♦rs λ ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❜❛✐ss❡
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞✐s❝✉té ♣❧✉s ❤❛✉t✳
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜r❡s s✉r rés❡❛✉✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ s✉r rés❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭■✳✷✶✮✳
H = −t
∞∑
i=0
(
ψ†iψi+1 + ψ
†
i+1ψi
)
+ J ψ†0
~σ
2
ψ0.~S ✭■✳✷✹✮
❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ♥♦té ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ s♣✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s Ψi✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ J/t→∞ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s
❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬é❧❡❝tr♦♥ s✉r ❧❡ s✐t❡ 0 ❡t ❧✬✐♠♣✉r❡té s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
✐♥✜♥❡✱ ✐❧s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ s✐♥❣✉❧❡t |⇑↓〉 − |⇓↑〉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t
♣❧✉s ❞✉ t♦✉t ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣✉r❡té✱ t❛♥t q✉✬✐❧s ♥❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ♣❛s s✉r ❧❡ s✐t❡ 0 ✭✜❣✉r❡ ■✳✼✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉①
❛✳ 1 2 3 4 5 6 70
❜✳ 1 2 3 4 5 6 70
❋✐❣✳ ■✳✼ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜r❡s s✉r rés❡❛✉✳ ✭❛✮ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ♥✉❧ ✭J = 0✮ ❧❡s
é❧❡❝tr♦♥s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t✳ ✭❜✮ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❢♦rt ✭J/t≫ 1✮ ✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ✈✐❡♥t s✉r
❧❡ s✐t❡ 0 ❡t ❢♦r♠❡ ✉♥ s✐♥❣✉❧❡t ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳ ▲❡s ❛✉tr❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡ s✐t❡
0✱ ❡t ✐❧s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ s♣✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉r❡té✳
♣♦✐♥ts ✜①❡s s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t J/t = 0 ❡st ré♣✉❧s✐❢✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t J/t = ∞
❡st ❛ttr❛❝t✐❢✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψi ∝ sin (πki) q✉❛♥❞ J/t = 0 ❡t ψi ∝ sin (πk(i+ 1)) q✉❛♥❞ J/t→∞✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉
❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❬✼❪✳
✶✻
▲✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥
✶❉ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡st ❛ss❡③ ❢r❛♣♣❛♥t❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐❧ s✉❜s✐st❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❡♥ 1 + 1❉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ♣♦❧②♠èr❡ ✐❞é❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣r❡ss❡♥t q✉❡ t♦✉s ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞ér✐✈❡♥t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ✢♦ts
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧✬❡✛❡t
❑♦♥❞♦✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①
❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
✶✼
✶✽
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❑✳ ❇✐♥❞❡r✱ ❈r✐t✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ❙✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❈r✐t✐❝❛❧ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱
❡❞✳ ❈✳ ❉♦♠❜ ✫ ❏✳▲✳ ▲❡❜♦✇✐t③✱ ❱♦❧✳ ✽✱ ✶✹✺✲✷✻✻✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✸✳
❬✷❪ ❍✳❲✳ ❉✐❡❤❧✱ ❋✐❡❧❞✲❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❈r✐t✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ❙✉r❢❛❝❡s✱ ✐♥ P❤❛s❡ ❚r❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❈r✐t✐❝❛❧ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❡❞✳ ❈✳ ❉♦♠❜ ✫ ❏✳▲✳ ▲❡❜♦✇✐t③✱ ❱♦❧✳ ✶✵✱ ✼✺✲✷✻✼✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✻✳
❬✸❪ ❍✳❲✳ ❉✐❡❤❧✱ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❇♦✉♥❞❛r② ❈r✐t✐❝❛❧ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ■♥t✳ ❏✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ❇ ✶✶✱ ✸✺✵✸✲
✸✺✷✸✱ ✶✾✾✼✳
❬✹❪ P✳✲●✳ ❞❡ ●❡♥♥❡s✱ ❙❝❛❧✐♥❣ ❈♦♥❝❡♣ts ✐♥ P♦❧②♠❡r P❤②s✐❝s✱ ❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ■t❤❛❝❛✱
✶✾✼✾✳
❬✺❪ ❏✳ ❞❡s ❈❧♦✐s❡❛✉① ✫ ●✳ ❏❛♥♥✐♥❦✱ P♦❧②♠❡rs ✐♥ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✿ t❤❡✐r ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡✱ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✵✳
❬✻❪ ❊✳ ❊✐s❡♥r✐❡❣❧❡r✱ P♦❧②♠❡rs ♥❡❛r ❙✉r❢❛❝❡s✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✶✾✾✸✳
❬✼❪ ■✳ ❆✤❡❝❦✱ ◗✉❛♥t✉♠ ■♠♣✉r✐t② Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r P❤②s✐❝s✱ ✐♥ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ▲♦✇✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❊❝♦❧❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡s
❍♦✉❝❤❡s✱ ❙❡ss✐♦♥ ▲❳❳❳■❳✱ ✷✵✵✽✳
✶✾
✷✵
❈❤❛♣✐tr❡ ■■
❚❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲✬✐♥térêt t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 2 ✭♦✉ d = 1 + 1 ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
d > 2✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s♦✉✈❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts q✉✬❡♥ ❝❤❛♠♣ ♠♦②❡♥✳ P♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ d = 3✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡rt✉r❜❛t✐❢s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
✭❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ dc − ǫ✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪✮✳
❆ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡ts
❞é✜♥✐s s✉r rés❡❛✉ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❛ été rés♦❧✉❛ ♣❛r ❖♥s❛❣❡r ❡♥ ✶✾✹✹✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧❡s
♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉r rés❡❛✉ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❬✷❪✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❧❡s s❡✉❧s à ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦❧✉❜❧❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ✿ ❡♥ ❝❡ s❡♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✳ ▼❛✐s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡
❧❡s q✉❛♥t✐tés ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ q✉✐ ❡st ✏❞é♣♦❧❧✉é❡✑ ❞❡s
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞✉❡s ❛✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ❬✸❪
s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❛❝❝ès à ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡t ❡①❛❝t❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t✐♥✉✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ s❛♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡❜✳ ▲❡s t❤é♦r✐❡s ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉✐ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳
■■✳✶ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
■■✳✶✳✶ P❤é♥♦♠è♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡✲
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❘●✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ♥✉❧ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✮ ♣♦ssè❞❡
❛❖♥s❛❣❡r ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧✱ ❡t ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t
❜✐❡♥ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ■❧ ② ❛ ❡✉ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬■s✐♥❣ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❖♥s❛❣❡r✱ ❡t ✐❧ r❡st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✳
❜❆ ♣❛rt ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✳
✷✶
t❡♠♣ér❛t✉r❡TC
❋✐❣✳ ■■✳✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❡t ✢♦t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ q✉✐ s♦♥t ❛tt✐ré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r
❧❡s ♣♦✐♥ts st❛❜❧❡s T = ∞ ❡t T = 0 s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✢♦t ❘●✮✳ ▲❡s
❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✱ q✉✐ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❡t q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡ TC ✳ ❙✐ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞é❝r✐t ❝❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡❧❧❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ s✐
✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥✈♦②é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C′ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
✭❛ss✐♠✐❧é ✐❝✐ ❛✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✮
z 7→ z′ = λ z ✭■■✳✶✮
❛❧♦rs ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ eS[C] s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
S [C] = S [C′] . ✭■■✳✷✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① Φ(z, z¯) ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❧♦❝❛❧❡s r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ∆ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φ ❡st t❡❧❧❡
q✉❡✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
Φ(z′, z¯′)
∣∣dz′∣∣∆ = Φ(z, z¯) |dz|∆ ✭■■✳✸✮
♦ù |dz|2 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✏✈♦❧✉♠❡✑ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t z✳ P♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❧✐❜r❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜♦s♦♥ ❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s
♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ S✳ P♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ∆ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ▲❡✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✭■■✳✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s
❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ Φ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ∆+1✱ ∆+2✱ ❡t❝✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❛✉ss✐
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥
z 7→ z′ = eiθz. ✭■■✳✹✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ Φ ❞♦✐t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ✭■■✳✹✮
Φ(z, z¯) 7→ eis θΦ(z′, z¯′) ✭■■✳✺✮
♦ù s ❡st ❧❡ s♣✐♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✭s = 0 ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✮✳
✷✷
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✉s ❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥s ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♥❡ ✜①❡♥t ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ P♦❧②❛❦♦✈ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞❡ ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠❡s ❧❛✐ss❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ z 7→ z′ = f(z, z¯) ♣rés❡r✈❡
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ✭❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■✳✷✮✳ ❆ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s z 7→ f(z)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥
❝♦♠♣❧❡①❡ C ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥✐✈❛❧✉é❡s✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❜♦r♥és ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s C ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
f
❋✐❣✳ ■■✳✷ ✕ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣rés❡r✈❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s✳
P✉✐sq✉✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭■■✳✸✮ ❡t ✭■■✳✺✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♠✉❡s ❛✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
Φ(z, z¯) =
(
dz′
dz
)h(dz¯′
dz¯
)h¯
Φ(z′, z¯′) ✭■■✳✻✮
♦ù ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts h ❡t h¯ s♦♥t r❡❧✐és à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❛✉ s♣✐♥ ❞❡ Φ ♣❛r
{
∆ = h+ h¯
s = h− h¯ ✭■■✳✼✮
■❧ ② ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✭■■✳✸✮ ❡t ✭■■✳✺✮ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭■■✳✻✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Φ s❛t✐s❢❛✐t ✭■■✳✻✮✱ s❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♥❡ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ♣❛s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t r♦t❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✱
♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭■■✳✻✮✱ ❞❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣ré✲
s❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s s♦♥t ✏♣❧✉s ❧♦❝❛✉①✑ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳
✷✸
■■✳✶✳✷ Pr❡♠✐èr❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣♦✐♥t✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ H q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ℑm z > 0✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉✣s❡♥t à ✜①❡r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Φ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✭■■✳✸✮
〈Φ(z, z¯)〉
H
=
C
(2ℑm z)∆ ✭■■✳✽✮
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉
❜♦r❞✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r 2 ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ t❡①t❡✳ ■❧
♣♦✉rr❛✐t ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ❛❜s♦r❜é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ✜①❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥
♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ✭■■✳✻✮ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ Ω✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❬✹❪✱ ❡t ✐❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ ❧✬❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❛♥❞
♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿ s✐ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C✱ t❡❧ q✉❡ Ω 6= ∅ ❡t Ω 6= C✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
f : H → Ω ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❝♦♥❢♦r♠❡✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ f ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ h ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❛❧♦rs f ◦ h ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t
❜✐❥❡❝t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s h : H → H s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
h : z 7→ a z + b
c z + d
, a, b, c, d ∈ R et ad− bc = 1 ✭■■✳✾✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ Φ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✭■■✳✻✮ ❡t ✭■■✳✽✮✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ♦❜s❝✉r❝✐r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s♣✐♥ ❞❡ Φ ❡st ♥✉❧ ✿ h = h¯✳
❖♥ ♥♦t❡ g = f−1 : Ω→ H ❡t z = g(z′) ∈ H ♣♦✉r z′ ∈ Ω✳
〈
Φ(z′, z¯′)
〉
Ω
=
(
dz′
dz
)h(dz¯′
dz¯
)h¯
〈Φ(z, z¯)〉
H
=
C(
2
∣∣∣ dgdz′ ∣∣∣−1ℑm g(z′)
)∆
=
C
dΩ(z′, z¯′)∆
✭■■✳✶✵✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dΩ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❡❧❧❡ ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ✉♥❡ r❡❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ❡♥ f ◦ h ❛✈❡❝ h ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✭■■✳✾✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣♦✐♥t ✭■■✳✶✵✮ s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧❡ ❞✐sq✉❡ D = {z′ , |z′| < R}✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✈❛✉t
dD(z
′, z¯′) = R
[
1−
( |z′|
R
)2]
. ✭■■✳✶✶✮
✷✹
■■✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t✱
❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ Ω à s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ H✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
✐❞é❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❈❛r❞② ❡♥ ✶✾✽✹ ❬✺❪✳
■■✳✷✳✶ ❚❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞✳
P♦✉r ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱
♦♥ ❞♦✐t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r✲é♥❡r❣✐❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ Tµν ✱ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ S ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ s♦✉s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ xµ 7→ xµ + αµ(x)
δS =
1
2π
∫
Tµν∂
µαν d2x ✭■■✳✶✷✮
■❧ ❡st ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
T = Tzz =
1
4 (T11 − T22 + 2iT12)
T¯ = Tz¯z¯ =
1
4 (T11 − T22 − 2iT12)
Tzz¯ =
1
4 (T11 + T22)
✭■■✳✶✸✮
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ S s♦✉s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❡t r♦t❛t✐♦♥s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ∂µTµν = 0 ❡t Tµν =
Tνµ✱ ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✉s ❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ♣❛r δ
µνTµν = 0✳ ❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡❧❛ s✬é❝r✐t
∂z¯T = 0 ∂zT¯ = 0 Tzz¯ = 0 ✭■■✳✶✹✮
▲❡ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ T (z) ❡t T¯ (z¯)✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛s ✐♥tér❡ssés ❛✉
❜♦r❞✳ ❙✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✱ ❧✬❛①❡ ré❡❧ ❜r✐s❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
s❡❧♦♥ x2 = ℑm z✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ x1 = ℜe z✱
❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t jµ = Tµ1 = T
µ
‖ ❡st ❝♦♥s❡r✈é✱ ♠ê♠❡ ❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❝❡ ❝♦✉r❛♥t à tr❛✈❡rs ❧❡
❜♦r❞ ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧ ✿ j⊥ = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ T⊥‖ = T12 = 0✳ ❈❡❝✐ s✬é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
T (z) = T¯ (z¯) sur le bord. ✭■■✳✶✺✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡
❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❜♦r❞✱ ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐
❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✭■■✳✶✷✮
❡st ♥✉❧❧❡ s✐ xµ 7→ xµ+αµ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❡t r♦t❛t✐♦♥s ✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ❞♦✐t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r C
❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✸✮✳ ❊♥✲❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡ ❝♦♥t♦✉r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ αµ = 0✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✷✺
Φ1
Φ3
Φ2
H
C
❋✐❣✳ ■■✳✸ ✕ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ 〈Φ1 . . .ΦN 〉H s♦✉s ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r C✳
αµ(x) ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ C✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✭■■✳✶✷✮✳ ❆♣rès ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s❝
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z ❡t z¯
δS = − 1
2πi
∫
C
α(z)T (z)dz − 1
2πi
∫
C
α¯(z¯)T¯ (z¯)dz¯ ✭■■✳✶✻✮
♦ù α(z) = α1 + iα2 ❡t α¯(z¯) = α1 − iα2✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ xµ 7→ xµ + αµ(x) ❡st ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✿ ∂z¯α = ∂zα¯ = 0✳
■■✳✷✳✷ ■❞❡♥t✐té ❞❡ ❲❛r❞✳ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳
❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ N ♦♣ér❛t❡✉rs
♣r✐♠❛✐r❡s Φi ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H s♦✉s ✉♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✻✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r
C ❡t q✉✐ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té à ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧
s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φi s♦✐❡♥t s✐t✉és à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ✭✜❣✉r❡ ■■✳✸✮✳
▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ 〈Φ1 . . .ΦN 〉H ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ α ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ e−S[C]−δS ≃ (1 − δS)e−S[C]✳ ❈❡ t❡r♠❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✻✮✱ ❡t ✈❛✉t
δα 〈Φ1(z1, z¯1) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H =
1
2πi
∫
C
α(z) 〈T (z)Φ1(z1, z¯1) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H + ❝✳❝✳
✭■■✳✶✼✮
▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✈❛ êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ✭■■✳✻✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
❝❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✱ ✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✷✻
❞❡ ❲❛r❞ ❝♦♥❢♦r♠❡〈[
T (z) + T¯ (z¯)
]
Φ1(z1, z¯1) . . .ΦN (zN , z¯N )
〉
H
=
∑
i
(
hi
(z − zi)2 +
1
z − zi∂zi +
h¯i
(z¯ − z¯i)2 +
1
z¯ − z¯i∂z¯i
)
〈Φ1(z1, z¯1) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H
✭■■✳✶✽✮
▲✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❲❛r❞ ✭■■✳✶✽✮ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ♣r✐♠❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
Ln =
1
2πi
∫
C
wn+1T (w) dw − 1
2πi
∫
C
w¯n+1T¯ (w¯) dw¯ ✭■■✳✶✾✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ Φ(z, z¯) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡
LnΦ(z, z¯) =
1
2πi
∫
Cz
wn+1T (w)Φ(z, z¯) dw − 1
2πi
∫
Cz
w¯n+1T¯ (w¯)Φ(z, z¯) dw¯ ✭■■✳✷✵✮
❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ♠❛✐s q✉✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐♠❛✐r❡✳ Cz ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t z✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L−1Φ(z, z¯) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ∂zΦ+ ∂z¯Φ = ∂1Φ = ∂‖Φ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ L−1 ❣é♥èr❡ ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜♦r❞✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ L0 ❣é♥èr❡ ❧❡s
❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Ln s✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧❧❡ s✐ n > 0✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs LnΦ ✭n ≤ 0✮ ❡♥ t❡r♠❡
❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ 〈Φ1 . . .ΦN 〉H✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
〈(LnΦ) (z, z)Φ2(z2, z¯2) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H
=
∑
i≥2
(
hi(n+ 1)(zi − z)n + (zi − z)n−1∂zi + c.c.
) 〈Φ(z, z¯)Φ2(z2, z¯2) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H
✭■■✳✷✶✮
❊♥✜♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✭■■✳✷✵✮ ❝♦♠♠✉t❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❬✸✱ ✻❪
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
n(n2 − 1)δn+m,0 ✭■■✳✷✷✮
♦ù c ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s
t❛r❞ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳
■■✳✷✳✸ ▲✬❛st✉❝❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✐r♦✐r
❖♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ T¯ (z¯) ♣❛r ✉♥❡ ré✲
✢❡①✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ré❡❧✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ z¯∗✳ ❉✬❛♣rès ✭■■✳✶✺✮✱ T¯ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ T s✉r ❧✬❛①❡ ré❡❧✳ ❖♥
✷✼
Φ1
Φ3
Φ2
Φ1
Φ3
Φ2
C˜
C
❋✐❣✳ ■■✳✹ ✕ ❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à N ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à 2N ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s ♠✐r♦✐r✳
♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ T¯ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ T (z) ❛✉ ♣❧❛♥
❝♦♠♣❧❡①❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r ✭✜❣✉r❡ ■■✳✹✮
T¯ (z¯) = T (z¯∗) = T (z) ℑm z < 0 ✭■■✳✷✸✮
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✻✮ ❞❡✈✐❡♥t
δS =
1
2πi
∫
C˜
α(z)T (z)dz ✭■■✳✷✹✮
♦ù C˜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r C ❡t à s♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✹✮✳
❈❡tt❡ ❛st✉❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱ ❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉✐s❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φi(zi, z¯i)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
δα 〈Φ1(z1, z¯1) . . .ΦN (zN , z¯N )〉H =
1
2πi
∫
C˜
α(z) 〈T (z)Φ1(z1) . . .ΦN (zN )Φ1(z∗1) . . .ΦN (z∗N )〉C
✭■■✳✷✺✮
❡t ✭■■✳✶✽✮
〈T (z)Φ1(z1) . . .ΦN (zN )Φ1(z∗1) . . .ΦN (z∗N )〉C
=
∑
i
(
hi
(z − zi)2 +
1
z − zi∂zi +
h¯i
(z − z∗i )2
+
1
z − z∗i
∂z∗i
)
〈Φ1(z1) . . .ΦN (zN )Φ(z∗1) . . .ΦN (z∗N )〉C
✭■■✳✷✻✮
✷✽
❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à N ♣♦✐♥ts ❞❛♥s H ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à 2N ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ C✳
▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ✭■■✳✷✵✮ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐èr❡
Ln =
1
2πi
∫
C˜
wn+1T (w) dw ✭■■✳✷✼✮
q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐
T (z) =
∑
n
Ln
zn+2
. ✭■■✳✷✽✮
■■✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♣❡r♠❡t ❞é❥à ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ■ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ s✉✐t
❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❛r❞② ❬✺❪✳
▲✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❲❛r❞ ✭■■✳✶✽✮ ♦✉ ✭■■✳✷✻✮ s❡✉❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ σ(z, z¯) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ■❧ ❡st ♣r✐♠❛✐r❡✱ ♥✬❛ ♣❛s
❞❡ s♣✐♥ ✭h = h¯✮ ❡t ❛ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ 1/8 ✭❞♦♥❝ h = 1/16✮✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ {|σ〉 , L−1 |σ〉 , . . . } ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥[
L−2 − 4
3
L2−1
]
|σ〉 = 0 ✭■■✳✷✾✮
❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r σ(z, z¯)✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✈✉❡ ❡♥ ✭■■✳✷✶✮✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛st✉❝❡
❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✐r♦✐r ✭✜❣✉r❡ ■■✳✹✮
〈σ(z1, z¯1)σ(z2, z¯2)〉H = 〈σ(z1)σ(z2)σ(z∗1)σ(z∗2)〉C ✭■■✳✸✵✮
❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✷✾✮ ❞❡✈✐❡♥t ❬✺❪[
3∑
i=1
(
1
z − zi∂zi +
1/16
(z − zi)2 −
4
3
∂2z
)]
〈σ(z1)σ(z2)σ(z3)σ(z)〉C = 0 ✭■■✳✸✶✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉❡ ❞❛♥s ❬✺❪✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s H ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
〈σ(z1)σ(z2)〉H =
1
(ℑm z1ℑm z2)1/8
[
A
√
τ1/4 + τ−1/4 +B
√
τ1/4 − τ−1/4
]
, τ =
|z1 − z∗2 |2
|z1 − z2|2
✭■■✳✸✷✮
✷✾
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s A ❡t B ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t très é❧♦✐❣♥és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ♣rès ❞✉ ❜♦r❞ ✿
|z1 − z∗1 | , |z2 − z∗2 | ≪ |z1 − z2|✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭■■✳✸✷✮ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■✳✽✮✳ ❙✐ ❧❡s s♣✐♥s s♦♥t ❞és♦r❞♦♥♥és à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ■✮ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✿ 〈σ〉
H
= 0✳ ❙✐ ❧❡s s♣✐♥s s♦♥t ✜①és ❛✉ ❜♦r❞
✭éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✮✱ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳
■■✳✸ ❯♥ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❧❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✐r♦✐r ✭✜❣✉r❡
■■✳✹✮✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ét✉❞✐❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❜♦r❞ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❤❛❜✐t✉❡❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳
❛✳
Ψ(0, 0)
|Ψ〉
❜✳
❄
|Bord〉
❋✐❣✳ ■■✳✺ ✕ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ❧✬ét❛t |Ψ〉 ❞é❝r✐t ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
1 s✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Ψ(w, w¯) ❡st ✐♥séré ❡♥ 0✱ ❡t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡✳ ✭❜✮ ◗✉❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥sérés ❡♥ 0 ♣♦✉r q✉❡
❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐t ✉♥ ❜♦r❞ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡st ♥✉❧
à tr❛✈❡rs ❧❡ ❜♦r❞ ❄
▲❡s ét❛ts q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥
✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1 ❝❡♥tré ❡♥ 0✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬ét❛ts s✉r ❧❡
❝❡r❝❧❡ q✉✐ s♦♥t ♣♦♥❞érés ♣❛r
∫
[dC] e−S[C]✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s C s♦♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✺✳❛✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
❡st ❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ |0〉✳ ❊♥ ✐♥sér❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✭❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❞❡s
♣♦✐❞s ❧♦❝❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C✮ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞✐sq✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ét❛ts
❡①❝✐tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ Φ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t
|Φ〉 = Φ(0, 0) |0〉 . ✭■■✳✸✸✮
✸✵
❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ✭■■✳✷✽✮✳ ❆ ❝❡
st❛❞❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré
s✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐❝✐ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭■■✳✶✺✮ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s T (w) ❡t T¯ (w¯) s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✱ ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ T ❡t T¯
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
T (w) =
∑
n
Ln
wn+2
T¯ (w¯) =
∑
n
L¯n
w¯n+2
✭■■✳✸✹✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ✈ér✐✜❡♥t Ln |Φ〉 = L¯n |Φ〉 = 0 s✐ n > 0✳ ▲❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♦♥t
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛❣✐r t♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs L−n ❡t L¯−n✱ n > 0✱ s✉r ❧❡s ét❛ts |Φ〉 ✿
|Φ〉
L−1 |Φ〉 ; L¯−1 |Φ〉
L2−1 |Φ〉 , L−1L¯−1 |Φ〉 , L¯2−1 |Φ〉 , L−2 |Φ〉 L¯−2 |Φ〉
etc.
✭■■✳✸✺✮
▲❡s ét❛ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ✐❝✐ s♦♥t t♦✉s ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ L0 + L¯0✳ ❖♥ ❧❡s
❛ ♦r❣❛♥✐sés s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡✳
❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st très ❝♦✉r❛♥t ❡t ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❡t r❡✈✉❡s ❬✸✱ ✻✱ ✼❪✳
◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ② ❛tt❛r❞❡r✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈✐t❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ✿
❝♦♠♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❜♦r❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ét❛ts ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❄ ❙✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ tr♦✉
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1✱ ❛❧♦rs ❧✬ét❛t ❛✉ ❜♦r❞ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡
♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✺✳❜✮✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛✐t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é s✉r ❧❡ ❜♦r❞✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ét❛t ❧✐❜r❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ s♦♥t ❛❞♠✐s❡s ❡t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝ré❡r ✉♥
t❡❧ ét❛t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭■■✳✸✺✮ ❞♦✐t✲♦♥ ❝❤♦✐s✐r ❄
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✶✺✮ q✉✐ ❡st
✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✺✳❜ ♣❛r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
z 7→ w = z + i
z − i ✭■■✳✸✻✮
♦ù z ∈ H ❡t w ∈ C✱ |w| > 1✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❣é♦♠étr✐❡s s♦♥t ❛❧♦rs r❡❧✐é❡s ♣❛r
w2T (w) = T (z) w¯2T¯ (w¯) = T¯ (z¯) ✭■■✳✸✼✮
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✺✮ s❡ tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ♣❛r
w2T (w) = w¯2T¯ (w¯) si |w| = 1. ✭■■✳✸✽✮
✸✶
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✭■■✳✸✹✮✳ ❙✐ B(w, w¯) r❡♣rés❡♥t❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣❧❛❝❡r ❡♥ 0 ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ |Bord〉 ✭✜❣✉r❡ ■■✳✺✳❜✮ ✿
0 =
1
2πi
∫
|w|=1
wn−1
(
w2T (w)− w¯2T¯ (w¯))B(0, 0)dw
=
1
2πi
∫
|w|=1
wn+1T (w)B(0, 0)dw − 1
2πi
∫
|w¯|=1
w¯−n+1T¯ (w¯)B(0, 0)dw¯
= LnB(0, 0)− L¯−nB(0, 0) ✭■■✳✸✾✮
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé w = 1/w¯ q✉❛♥❞ |w| = 1✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉
❜♦r❞ ✭■■✳✸✽✮ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✐❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❝❤✐r❛✉① Ln ❛✉① ♠♦❞❡s ❛♥t✐✲❝❤✐r❛✉①
L¯−n (
Ln − L¯−n
) |Bord〉 = 0. ✭■■✳✹✵✮
▲❡s ét❛ts |Bord〉 q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦♥t très ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉①✳ ❙✐ ♦♥ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❝❡s ét❛ts
s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❡♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛r ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ Φ✱ q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦t❡r |Φ〉〉 ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ✭■■✳✸✸✮✳ ❈❡s ét❛ts s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és
ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐✳
▲✬ét❛t ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ |Φ〉〉 ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s
VΦ =
{|Φ〉 , L−1 |Φ〉 , L2−1 |Φ〉 , L−2 |Φ〉 , . . .} ✭■■✳✹✶✮
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦❞ ✭❝❤✐r❛❧❡✮ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
L−n✱ n > 0✱ s✉r |Φ〉✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♥t✐✲❝❤✐r❛❧❡ VΦ✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✭■■✳✸✺✮ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡
⊕
Φ
VΦ⊗VΦ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ {|Φ, k〉}k≥0 ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ VΦ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r❢
q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ 〈Φ, i|Ln|Φ, j〉 s♦♥t ré❡❧s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
❛♥t✐✲❝❤✐r❛❧❡
{
|Φ, k〉
}
k≥0
✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ 〈Φ, i|Ln|Φ, j〉 = 〈Φ, i|L¯n|Φ, j〉✳
▲✬ét❛t ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r
|Φ〉〉 =
∑
k
|Φ, k〉 ⊗ |Φ, k〉. ✭■■✳✹✷✮
P♦✉r ✈♦✐r q✉❡ ❧✬ét❛t |Φ〉〉 s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ✭■■✳✹✵✮✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ (Ln − L¯−n) |Φ〉〉
❞❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭■■✳✹✶✮ ♥❡ ❝♦♥t❡♥✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♥✉❧s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ L−1 |0〉 = 0✳
❡❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❞é✜♥✐✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧
❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ✿ L†n = L−n ❡t 〈Φ|Φ〉 = 1✳
❢▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ♥✬❡st ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ s❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❞ét❛✐❧s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞ûs à ❧❛ ❝♦♥❥✉❣✉❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥❝♦♠❜r❡r❛✐❡♥t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉①✱ ♦♥
♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❬✽✱ ✾❪✳
✸✷
❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ❞❛♥s VΦ ⊗ VΦ ❡st ♥✉❧✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ L¯†n = L¯−n ✿(
〈Φ, i| ⊗ 〈Φ, j|
)
Ln |Φ〉〉 =
∑
k
〈Φ, i|Ln|Φ, k〉 〈Φ, j|Φ, k〉
= 〈Φ, i|Ln|Φ, j〉
= 〈Φ, i|L¯n|Φ, j〉
= 〈Φ, j|L¯−n|Φ, i〉
=
∑
k
〈Φ, i|Φ, k〉 〈Φ, j|L¯−n|Φ, k〉
=
(
〈Φ, i| ⊗ 〈Φ, j|
)
L¯−n |Φ〉〉
■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ✭■■✳✹✷✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠✐r♦✐r ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳✸✮ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ■■✳✺✳❜ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ w 7→ 1/w∗✳ ❙♦✉s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
s❡✉❧❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ T¯ (w¯) ♣♦✉r |w| > 1 ❞❡✈✐❡♥t 1/w¯4 T¯ (1/w¯)✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❧♦♥❣❡r T (w) à t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
T (w) =
{
T (w) si |w| ≥ 1
1/w4 T¯ (1/w∗) si |w| < 1 ✭■■✳✹✸✮
T (z) ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s C ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✸✽✮✳
▲❡s ét❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡♥t ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s VΦ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ Φ✳ P♦✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ r✐❡♥ ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ |w| = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
I s✉r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ VΦ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦té
I =
∑
k
|Φ, k〉 〈Φ, k| . ✭■■✳✹✹✮
❙♦✉s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z 7→ 1/z∗✱ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à VΦ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡
❝♦♠♠❡
〈Φ|Ln1 . . . Lni 7−→ L¯−ni . . . L¯−n1 |Φ〉 . ✭■■✳✹✺✮
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té I✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s |w| < 1 ❡t |w| > 1
❞✉ ♣❧❛♥ C✱ ❡st ❡♥✈♦②é❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ q✉❛♥❞ ♦♥ ✏r❡♣❧✐❡✑ ❧❛ ré❣✐♦♥ |w| < 1 ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
w 7→ 1/w∗
I =
∑
k
|Φ, k〉 〈Φ, k| 7−→
∑
k
|Φ, k〉 ⊗ |Φ, k〉 = |Φ〉〉 . ✭■■✳✹✻✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐✳ ▲❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ✿ 〈〈Φ|Φ〉〉 = ∞✳ ▼❛✐s ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳
▲✬♦❜❥❡t ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ❞❡s
✸✸
❝❡r❝❧❡s ❞❡ r❛②♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts r1 > r2
〈〈Φ1 |
(
r2
r1
)L0+L¯0
|Φ2〉〉
=
∑
k1,k2
〈Φ, k1| ⊗ 〈Φ, k1|
(
r2
r1
)L0+L¯0
|Φ2, k2〉 ⊗ |Φ2, k2〉
= δΦ1,Φ2
∑
k
〈Φ1, k|
(
r2
r1
)2k
|Φ1, k〉
✭■■✳✹✼✮
♦ù L0 + L¯0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ VΦ1 ✿
〈〈Φ1 |
(
r2
r1
)L0+L¯0
|Φ2〉〉 = δΦ1,Φ2 trVΦ1
[(
r2
r1
)L0+L¯0]
✭■■✳✹✽✮
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣r✐s❡ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦✉t
❡♥t✐❡r VΦ ⊗ VΦ r❡✢èt❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s T (w) ❡t T¯ (w¯) ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
■■✳✹ ▲♦❝❛❧✐té ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✿ ♦♣ér❛t❡✉rs
❇✳❈✳❈✳
❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
T⊥‖ = 0 ✭✈♦✐r ✭■■✳✶✺✮✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❛✈❡❝ ❧❡s
s♣✐♥s ✜①és s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳
❛✳
α
β
γ
x2 x3
x1
❜✳
α β γ
x1 x2
H
❋✐❣✳ ■■✳✻ ✕ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ α✱ β ❡t γ✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡
❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✳ ▲❡ ♣♦✐♥t x3 ❡st ❡♥✈♦②é à ❧✬✐♥✜♥✐✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é✜♥✐❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ét❛✐t ✏❤♦♠♦❣è♥❡✑✳ ❙✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❧❡ ❜♦r❞ ♣rés❡r✈❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❝❡
✸✹
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt♦✉t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ✭✜❣✉r❡ ■■✳✻✳❛✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ + à −
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ s✉r ❧✬❛①❡ ré❡❧ q✉✐ ❜r✐s❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✻✳❜✮✳
❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ❄ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✻✳❛✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts x1✱ x2✱ x3 ♦ù
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❝❤❛♥❣❡ ✿ Zαβγ(x1, x2, x3)✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ α = β = γ✱
❛❧♦rs r✐❡♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts x1✱ x2 ♦✉ x3✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Zα ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❞é♣❡♥❞ ❥✉st❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt
G(x1, x2, x3) =
Zαβγ(x1, x2, x3)
Zα
✭■■✳✹✾✮
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉❡s ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G(x1, x2, x3) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❧♦❝❛✉① ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❡t ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G(x1, x2, x3) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✭♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳✱ ♣♦✉r ✏❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣✑✮ Φαβ(x1) Φβγ(x2)✱ Φγα(x3) q✉✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✈♦♥t ✈ér✐✜❡r
〈Φαβ(x1)Φβγ(x2)Φγα(x3)〉 = G(x1, x2, x3). ✭■■✳✺✵✮
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ✭■■✳✺✵✮✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉①✱ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t très ♣✉✐ss❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t♦✉t ❧✬❛rs❡♥❛❧ ❤❛❜✐t✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❞✐s♦♥s ❞❡ α ✈❡rs β ♣✉✐s ❞❡ β
✈❡rs γ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ✈♦✐r✱ à ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ q✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ α ✈❡rs γ✳
❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡ ❢❛✐t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥❣ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ ❊♥
❢✉s✐♦♥❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φαβ ❡t Φβγ ♦♥ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r Φαγ ✭❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s✮
Φαβ × Φβγ = Φαγ + . . . ✭■■✳✺✶✮
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❝r✐t✐q✉❡✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s
♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s 1✱ σ ❡t ǫ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❬✸✱ ✻❪
σ × σ = 1 + ǫ
σ × ǫ = σ
ǫ × ǫ = 1
✭■■✳✺✷✮
❣❱♦✐r ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✭❖✳P✳❊✮ ❡t ❞❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❬✸✱ ✻❪✳
✸✺
❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐té 1 ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ+ libre ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s s♣✐♥s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✜①és à + à ❞r♦✐t❡✳ ❊♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ Φ+ libre ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ 1✱ σ ♦✉ ǫ✳ P✉✐sq✉❡ Φ+ libre
❡t Φlibre− s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ s②♠étr✐❡ Z2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞❡s s♣✐♥s + ↔ −✱ ✐❧s
❞♦✐✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ Φ+,libre × Φlibre− ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Φ+−✱ q✉✐ ♥✬❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♥✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r tr✐✈✐❛❧ 1 ♥✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r q✉❡ Φ+,libre✳ ■❧
♥✬② ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ✭■■✳✺✷✮
Φ+ libre = σ
Φ+− = ǫ
✭■■✳✺✸✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡✈❡♥✐r s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡✳
■■✳✺ ❚❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡♥
1 + 1❉ ❡t ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭■■✳✺✸✮
é♠❡r❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬■s✐♥❣ ❡♥
1 + 1❉✳
■■✳✺✳✶ ❙②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♦✉✈❡rts ❡♥ 1 + 1❉
Φαβα β
iLπ log(.)
α β
L
t❡♠♣s
❋✐❣✳ ■■✳✼ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ 1 + 1❉ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ α à ❣❛✉❝❤❡ ❡t β ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ ❡♥ 0 ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r à ❧✬✐♥✜♥✐✳
▲❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r L ✭♦✉ r✉❜❛♥✮ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
w =
iL
π
log z ✭■■✳✺✹✮
✸✻
♦ù z ∈ H ❡t w ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ r✉❜❛♥✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥
s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❡t ❧❡ r✉❜❛♥ s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r
T (w) =
(
dz
dw
)2
T (z) +
c
12
{z, w} ✭■■✳✺✺✮
♦ù {z, w} ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❝❤✇❛r③✐❡♥♥❡ ❬✸✱ ✻❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭■■✳✺✹✮ ♦♥ ❛
T (w) = −
(π
L
)2 [
z2 T (z)− c
24
]
✭■■✳✺✻✮
❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r T¯ (w¯)✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HL ❞✬✉♥ s②tè♠❡ 1+1❉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r L ❡st ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ r✉❜❛♥ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✼✮✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ s♦♥t
♥♦té❡s (x, τ)✱ ♦ù τ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✬é❝r✐t
HL =
π
L
(
L0 − c
24
)
. ✭■■✳✺✼✮
❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡❧❛ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
HL =
1
2π
∫
[−L,0]
Tττ dx
=
1
2π
∫
[−L,0]
{
T (w) + T¯ (w¯)
}
dx
=
1
2π
∫
[−L,0]
T (w) dw − 1
2π
∫
[−L,0]
T¯ (w¯) dw¯
= − 1
2π
∫
C
(π
L
)2 [
z2 T (z)− c
24
] dw
dz
dz − 1
2π
∫
C
(π
L
)2 [
z¯2 T¯ (z¯) +
c
24
] dw¯
dz¯
dz¯
=
π
L
(
1
2πi
∫
C
[
z T (z)− c
24 z
]
dz − 1
2πi
∫
C
[
z¯ T¯ (z¯)− c
24 z¯
]
dz¯
)
=
π
L
(
L0 − c
24
)
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭■■✳✶✸✮✱ ✭■■✳✺✻✮✱ ✭■■✳✺✹✮✱ ✭■■✳✷✵✮✱ ❡t ♦ù ❧❡ ❝♦♥t♦✉r C
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✸✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✺✼✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HL ❡st r❡❧✐é à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ L0 ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❈❡ s♣❡❝tr❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ α ❡t β à ❣❛✉❝❤❡
❡t à ❞r♦✐t❡ ❞✉ s②tè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ s✐t✉é ❡♥ 0 ✭✜❣✉r❡ ■■✳✼✮✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r Φαβ ❡st ♣r✐♠❛✐r❡ ❡st ✐❧ ♣♦ssè❞❡
❞❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s L−n✱ n > 0✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■✳✹✶✮
❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φαβ ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Vαβ ✳ ❙✐ hαβ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡❤ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✱
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ L0 é✈❛❧✉é s✉r Vαβ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r hαβ , hαβ+1, hαβ+2, . . . ❖♥ ✈♦✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ 1 + 1❉✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❇✳❈✳❈✳ Φαβ ✱ ❡t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡
EL = Eext. L + Esurf. +
π
L
(
hαβ + entier − c
24
)
+ O(1/L). ✭■■✳✺✽✮
❤❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ h ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✿ ♣✉✐sq✉✬✐❝✐ ✐❧
♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥t h = ∆✳
✸✼
▲❡s t❡r♠❡s Eext. ❡t Esurf. r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①t❡♥s✐✈❡s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡s t❡r♠❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝✉t♦✛ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ rés❡❛✉✮✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t
❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
■■✳✺✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬■s✐♥❣ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡
▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬■s✐♥❣ ❡♥ ❝❤❛♠♣ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♣✐♥s ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡st
(1/2)⊗L✱ ♦ù (1/2) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ s✐t❡ {+,−}✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✐ ❡st
HL = −1
2
L−1∑
j=1
σzjσ
z
j+1 −
µ
2
L−1∑
j=2
σxj ✭■■✳✺✾✮
♦ù ❧❡s σx✱ σz s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞
σz1 = + σ
z
L = + ✭■■✳✻✵❛✮
σz1 = − σzL = + ✭■■✳✻✵❜✮
❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ à µ = 1✳ ❖♥
♣❡✉t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r HL à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❲✐❣♥❡r
σxj = 2 c
†
jcj − 1 = −(c†j + cj)(c†j − cj) ✭■■✳✻✶✮
σyj + iσ
z
j = 2 c
†
j exp
(
iπ
j−1∑
i=0
c†ici
)
✭■■✳✻✷✮
σzjσ
z
j+1 = −
(
c†j + cj
)(
c†j+1 − cj+1
)
✭■■✳✻✸✮
♦ù ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s s❛t✐s❢♦♥t
{
cj , c
†
j′
}
= δj,j′ ✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
b†k + bk =
2√
2L− 1
L−1∑
j=1
sin
(
(j − 1/2)kπ
L− 1/2
) (
c†j + cj
)
b†k − bk =
−2√
2L− 1
L∑
j=2
sin
(
(j − 1)kπ
L− 1/2
) (
c†j − cj
)
♣♦✉r k ∈ {1, . . . , L− 1}✳ ❖♥ ❛
{
bk, b
†
k′
}
= δk,k′ ✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ✭■■✳✺✾✮ ❛✈❡❝ µ = 1 ♣r❡♥❞ ❧❛
❢♦r♠❡
HL = E0(L) +
L−1∑
k=1
ωk b
†
kbk ✭■■✳✻✹✮
❛✈❡❝ ωk = 2 cos
(
kπ
2L− 1
)
❡t E0(L) = −
L−1∑
k=1
cos
(
kπ
2L− 1
)
.
✐▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❡st
E = vF |k|✱ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ ✈❛✉t vF = 1✳
✸✽
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
{
b†k, σ
z
0
}
= 0 ♣♦✉r t♦✉t k✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s b†
q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ HL ❝❤❛♥❣❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s♣✐♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ + à −✱ ♦✉
❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ P♦✉r q✉❡ ❞❡✉① ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ à ❣❛✉❝❤❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ét❛t à ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à ❞r♦✐t❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❝❛r
[
b†k, σ
z
L
]
= 0✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✻✵❛✱■■✳✻✵❜✮ ♦♥t
été tr❛✐té❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❛❣✐r s✉r ❧❡ ✈✐❞❡ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ |Ω〉✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r
bk |Ω〉 = 0 , k ∈ {1, . . . , L− 1} . ✭■■✳✻✺✮
■❧ ② ❞❡✉① s❡❝t❡✉rs✱ ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ♣❧✉s ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ s♦♥t
♣❛✐r ✿ |Ω〉 , b†L−2b†L−1 |Ω〉 , b†L−3b†L−1 |Ω〉 , b†L−3b†L−2 |Ω〉 , . . . ✭■■✳✻✻✮
✐♠♣❛✐r ✿ b†L−1 |Ω〉 , b†L−2 |Ω〉 , b†L−3 |Ω〉 , . . . , b†L−3b†L−2b†L−1 |Ω〉 , . . . ✭■■✳✻✼✮
❊♥❡r❣ét✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♦ù ❧❡s s♣✐♥s s♦♥t ❞❛♥s
❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳ ▲❡ s❡❝t❡✉r ♣❛✐r✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ♣❧✉s
❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ |Ω〉✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭■■✳✻✵❛✮✳ ▲❡ s❡❝t❡✉r ✐♠♣❛✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭■■✳✻✵❜✮✳
0
π
L
5π
L
∆E
1
1
1
2
2
3
3
1
1
1
1
2
2
3
✳✳✳
✳✳✳
(−,+) (+,+)
❋✐❣✳ ■■✳✽ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HL ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉ ❜♦r❞ (+,+) ❡t (−,+)✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✈✐❞❡ |Ω〉 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r E0(L)✱ ❡t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡
L→∞ ❝♦♠♠❡
E0(L) ∼ − 2
π
L +
(
1
2
+
1
π
)
− π
48L
+ . . . ✭■■✳✻✽✮
✸✾
❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭■■✳✺✽✮✳ P✉✐sq✉✬♦♥ tr❛✐t❡ ✐❝✐ ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡♥ 0 ✭✜❣✉r❡ ■■✳✼✮✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ h++ q✉✐ ❞♦✐t ❛♣♣❛✲
r❛îtr❡ ❞❛♥s ✭■■✳✺✽✮ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c = 1/2
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ✐♠♣❛✐r✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ♣❧✉s ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st b†L−1 |Ω〉✱ ❛✈❡❝ EL = E0(L) + ωL−1✱
q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ à
EL ∼ − 2
π
L +
(
1
2
+
1
π
)
+
π
L
(
1/2− 1
48
)
+ . . . ✭■■✳✻✾✮
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ + à − s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡st
❞♦♥❝ h−+ = 1/2✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ǫ ✭■■✳✺✷✮✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡
❛✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ✭■■✳✺✸✮ ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉✳
❖♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ét❛ts ❡①❝✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t❡✉rs✳ ▲❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭■■✳✽✮✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❞❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡ 1 ❡t ǫ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻❪✮✳
■■✳✻ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞②
❉❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞ é♠❡r❣❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❡♥é❡
❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞✱ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✶✺✮ ♣♦✉r
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ét❛ts ❞✬■s✐❜❛s❤✐ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✮✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞✱ ❡t q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ 1 + 1❉ ❛✈❡❝ ❜♦r❞s
✭s❡❝t✐♦♥s ■■✳✹ ❡t ■■✳✺✮✳
❆ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t r❡❧✐❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❈❛r❞② ❛ ré♣♦♥❞✉ à
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝é❧è❜r❡ ❬✾❪✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♦✐t ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞
❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
t❤é♦r✐❡s❥✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉
❜♦r❞ ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L× T ✭T ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ L ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■✳✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ 1+ 1❉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ q✉✐ é✈♦❧✉❡
❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ à ✉♥ ❛✉tr❡ ✭❡♥ t❡♠♣s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ 1 + 1❉
❛✈❡❝ ❜♦r❞s q✉✐ é✈♦❧✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ T ✭♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ② ♣❡♥s❡r
❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜♥✐❡ 1/T ✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Zαβ(L, T ) ❞♦✐t êtr❡ ❧❛
❥◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s✳
✹✵
❛✳ T
HT
|β〉〉
|α〉〉
t❡♠♣s
❜✳
t❡♠♣s
βα
HL
L
❋✐❣✳ ■■✳✾ ✕ ❚❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛
t❤é♦r✐❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❛✮ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✭❜✮✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✾✳❛✮✱
♦♥ ❛
Zαβ(L, T ) = 〈〈β | e−LHT |α〉〉
= 〈〈β | q˜L0+L¯0− c12 |α〉〉 ✭■■✳✼✵✮
♦ù q˜ = e−2πL/T ✳ ❖♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ HT =
2π
T
(
L0 + L¯0 − c/12
)
✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✭■■✳✺✼✮✱ ♠❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❛❣✐t
s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❡t ❛♥t✐✲❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ q✉❛♥t✐✜❡✳ ■❝✐✱ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡ ❜♦r❞ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t
q✉✬à tr❛✈❡rs ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ |α〉〉 ❡t |β〉〉✳ ❈❡s ét❛ts ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✶✺✮✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐
|α〉〉 =
∑
Φ
αΦ |Φ〉〉 |β〉〉 =
∑
Φ
βΦ |Φ〉〉 ✭■■✳✼✶✮
▲❡s Φ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✭■■✳✹✽✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
Zαβ(L, T ) =
∑
Φ
〈〈β|Φ〉 〈Φ |α〉〉 trVΦ
(
q˜L0+L0−
c
12
)
. ✭■■✳✼✷✮
♦ù ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ✈❛❧❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t 〈Φ| α〉〉 = αΦ ❡t 〈Φ| β〉〉 = βΦ✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
■■✳✸✱ ♥♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♥✬❡st ♣r✐s❡ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝❤✐r❛❧❡✴❛♥t✐✲
❝❤✐r❛❧❡ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r VΦ✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥t✐❡r VΦ⊗VΦ✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ êtr❡ é❝r✐t❡ trVΦ
(
q˜2L0−
c
12
)
✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ VΦ✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦✉✈❡rt❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✾✳❜✮✳ ❖♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ 1 + 1❉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ α ❡t β à ❣❛✉❝❤❡ ❡t
à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HL =
π
L
(
L0 − c24
)
✈✐❛
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ αβ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ Φαβ ✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❡♥ ✭■■✳✺✽✮✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝
Zαβ(L, T ) = trVαβ
(
e−T HL
)
= trVαβ
(
qL0−
c
24
)
✭■■✳✼✸✮
✹✶
♦ù q = e−πT/L✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Vαβ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐✲
♠❛✐r❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés nΦαβ ✿ Vαβ = nΦ1αβ VΦ1 ⊕nΦ2αβ VΦ2 ⊕ . . . ✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♦♥
❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r é❝r✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✼✸✮ ❝♦♠♠❡
Zαβ(L, T ) =
∑
Φ
nΦαβ trVΦ
(
qL0−
c
24
)
✭■■✳✼✹✮
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts nΦαβ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭■■✳✼✷✮ ❡t ✭■■✳✼✹✮ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ✭■■✳✼✷✮ ❡t ✭■■✳✼✹✮✱ ♦♥ ❞♦✐t s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♣❛ss❡r ❞❡s
❝❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t q˜ à ❝❡✉① ❝♦♥t❡♥❛♥t q✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ SΦΦ′ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❛✳
trVΦ
(
qL0−
c
24
)
=
∑
Φ′
SΦΦ′ trVΦ′
(
q˜2L0−
c
12
)
✭■■✳✼✺✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡ S2 = 1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❧❛ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✼✺✮ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭■■✳✼✷✮ ❡t ✭■■✳✼✷✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
nΦαβ =
∑
Φ′
SΦΦ′
〈〈α|Φ′〉 〈Φ′ |β〉〉 ✭■■✳✼✻❛✮
〈〈α|Φ′〉 〈Φ′ |β〉〉 = ∑
Φ
SΦ′Φ nΦαβ ✭■■✳✼✻❜✮
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞②✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❤❛✉t❡♠❡♥t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s✳
P♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ SΦ1 > 0✱ ♦ù 1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ∣∣ 1˜〉〉 =∑
Φ
√
SΦ1 |Φ〉〉 ✭■■✳✼✼✮
q✉✐ ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✳ ❈❡t ét❛t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s 1˜✳ ❈❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ n1
1˜1˜
= 1 ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s nΦ
1˜1˜
s♦♥t ♥✉❧s✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HL ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ 1˜ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à
❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❞❡ s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ Φ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬ét❛t∣∣∣ Φ˜〉〉 = ∑
Φ′
SΦΦ′√SΦ′1
∣∣Φ′〉〉 ✭■■✳✼✽✮
q✉✐ ❞é✜♥✐t à s♦♥ t♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ Φ˜✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r q✉❡
nΦ
′
Φ˜1˜
= δΦΦ′ ✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ZΦ˜1˜ ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■■✳✼✹✮ ❛✈❡❝ ❞❡s
✹✷
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♦✐t ✈r❛✐♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ♦♥ ❞♦✐t
❡♥❝♦r❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡
s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ 1˜✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐♥s✐ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
nΦ
Φ˜′Φ˜′′
=
∑
ϕ
SΦϕ SϕΦ′ SϕΦ′′
Sϕ1 ✭■■✳✼✾✮
q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❱❡r❧✐♥❞❡ ❬✻❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❱❡r❧✐♥❞❡
❞✐t q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭■■✳✼✾✮ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t NΦΦ′Φ′′ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❢✉s✐♦♥ Φ′ × Φ′′ = ∑ΦNΦΦ′Φ′′ Φ✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞
∣∣∣ Φ˜〉〉 s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞② ✭■■✳✼✻✮✳ P✉✐sq✉❡
nΦ
Φ˜′Φ˜′′
= NΦΦ′Φ′′ ✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❇✳❈✳❈✳ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φ′ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1˜ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Φ˜′✳ ❊♥ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φ′ ❡t Φ′′ ♦♥
❞♦✐t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ Φ˜′ à Φ˜′′ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✵✮✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ Φ˜′ à Φ˜′′ ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ Φ′ × Φ′′✳
Φ′
Φ˜′ 1˜
×
Φ′′
1˜ Φ˜′′
=
Φ
Φ˜′ Φ˜′′
❋✐❣✳ ■■✳✶✵ ✕ ❖♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ ❡t ❢✉s✐♦♥ ✿ Φ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ Φ′×φ′′✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❱❡r❧✐♥❞❡ ✭■■✳✼✾✮✳
▲❡s ét❛ts q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞② ✭■■✳✼✻✮ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡s
♦✉ ét❛ts ❞❡ ❈❛r❞②✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐✱ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭■■✳✶✺✮✳ ▲❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s✱ ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬■s✐♥❣✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✈❛✉t ❬✻❪
S =

 1/2 1/2 1/
√
2
1/2 1/2 −1/√2
1/
√
2 −1/√2 0

 ✭■■✳✽✵✮
❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❤❛r❛❝tèr❡s ❞❡ 1✱ ǫ ❡t σ✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡s∣∣ 0˜〉〉 = 1√
2
|0〉〉+ 1√
2
|ǫ〉〉+ 1
21/4
|σ〉〉 ✭■■✳✽✶❛✮
| ǫ˜〉〉 = 1√
2
|0〉〉+ 1√
2
|ǫ〉〉 − 1
21/4
|σ〉〉 ✭■■✳✽✶❜✮
| σ˜〉〉 = |0〉〉 − |ǫ〉〉 ✭■■✳✽✶❝✮
✹✸
■❧ ② ❞♦♥❝ tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❡t ✜①❡s + ❡t
−✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ σ˜✱ + ❛✈❡❝ 1˜✱ ❡t − ❛✈❡❝ ǫ˜✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ s♦♥t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❛❝tèr❡s χ1(q)✱ χǫ(q) ❡t χσ(q) ✿
Z++ = Z−− = χ1 Z+− = χǫ ✭■■✳✽✷✮
Zlibre+ = Zlibre− = χσ Zlibre libre = χ1 + χǫ ✭■■✳✽✸✮
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ✭■■✳✽✷✮ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✺ ❡t ✜❣✉r❡ ■■✳✽✮✳
■■✳✼ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿ q✉❡❧ ❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡
❧✬✉♥✐t❛r✐té✴❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❄
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❛r❞② ❬✾❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬✻✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❡♥ ♠❡t✲
t❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❝❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛r❞②✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛r❞② ❡st
q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❜♦r❞ ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉ ❜♦r❞ α ❡t β s♣é❝✐✜❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Zαβ(L, T )✳ ❈❡❝✐ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ❛✉❝✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡✳
❊t❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ❡t tr❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✱ ❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
✭✜❣✉r❡ ■■✳✾✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ |α〉〉 ❡t |β〉〉✳ ❉❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱
❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧♦❝❛✉①✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡✈✐❡♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t q✉❛♥❞ ♦♥ t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ é❝r✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿ ✉♥ s♣✐♥ + ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ❛✈❡❝ ✉♥ s♣✐♥ −
q✉❛♥❞ ♦♥ t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❧✐❜r❡s✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ✭♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬✐❧ s❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥sèr❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
(−1)F ♦ù F ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✮
Zanti−per.libre libre = χ1 − χǫ ✭■■✳✽✹✮
▲✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ | libre〉〉 ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ 21/4 |σ〉〉✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❞❡s tr❛❝❡s ♠♦❞✐✜é❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛r❢♦✐s ✏t✇✐sts✑✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts nΦαβ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞② ✭■■✳✼✻✮✳
✹✹
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬✉♥✐t❛r✐té ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ trA =
∑
k 〈k|A|k〉 s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡
♦rt❤♦♥♦r♠é❡ {|k〉} ✿ 〈k|k′〉 = δk k′ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ t❤é♦r✐❡
♣♦ssè❞❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦r♠❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✮✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡✳
❚❤é♦r✐❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝❤✐r❛❧❡ ❡t ❛♥t✐❝❤✐r❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ♣✉ êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲
❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à 3 ét❛ts ❞❛♥s ❬✾❪
♦✉ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪✮✳
❘❛t✐♦♥❛❧✐té✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ SΦΦ′ ✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❱❡r❧✐♥❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ♣❤②s✐q✉❡
∣∣ 1˜〉〉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉ ❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φr, s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦✉ ❞❡s ✐❞é❡s q✉✐ s♦♥t
❧✐é❡s à ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐
❣é♥èr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ S ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♥♦♥✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ♣❧✉tôt ❞✬✉♥
♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s✱
♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞② ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬♦♣ér❛✲
t❡✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧é❣❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ ❉❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡
t❤é♦r✐❡ q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳
■■✳✽ ❋❛❝t❡✉r g ❡t ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L ❡t ❞❡ ❝✐r❝♦♥❢ér❡♥❝❡ T ❞❡✈✐❡♥t ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ L≫ T
Zαβ(L, T ) ∼ 〈〈α| 0〉 〈0 |β〉〉 e
πc
6
L
T ✭■■✳✽✺✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡
f(L, T ) = fvolume LT + fsurfaceT − πc
6
L
T
+ sα + sβ + o(1) ✭■■✳✽✻✮
♦ù sα = − log 〈〈α| 0〉 ❡t sβ = − log 〈〈β| 0〉 s♦♥t ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ α ❡t β✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
♣❛r ❆✤❡❝❦ ❡t ▲✉❞✇✐❣ ❬✶✻❪✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡
♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té c ♣♦✉r ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ♠❛ss✐✈❡s✱ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ✭♦✉ ♥✉❧❧❡✮✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té c ❞é❝r♦ît t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● ❬✶✼❪✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❝❡s ✢♦ts ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞
✈ér✐✜❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞✳ P♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ✜①❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●
❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ s♦✉s
✹✺
❧❡ ✢♦t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✢♦t✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡r
❬✶✻✱ ✶✽❪✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✭■■✳✽✶✳❛✮✲✭■■✳✽✶✳❝✮✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ✈❛✉t slibre = 0✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ✈❛✉t s+ = s− = log 2 ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉
❜♦r❞ ✜①é❡s✳ ❙♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✈❛ ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ ✢♦t ❘● ✈❡rs
✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✜①❡s ✭+ ♦✉ −✮✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✉s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❜s♦r❜❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞
❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥t❡r✳
▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ |α〉T ❡t ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r T s✐t❡s |0〉T ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
− log (T 〈α|0〉T ) = fsurf.,α T + sα + o(1) ✭■■✳✽✼✮
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ ✜①❡ + ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t |+++ · · ·++〉T ✳ ▲❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭♦✉ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡
|0〉T =
∑
σ
aσ |σ〉✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ t❡❧❧❡ q✉❡
∑
σ
(aσ)
2 = 1✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ❡st |libre〉 =
∑
σ
|σ〉✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ q✉❡
− log (T 〈+|0〉T ) = a+++···+++ ∼ log 2 + o(1) ✭■■✳✽✽❛✮
− log (T 〈libre|0〉T ) =
∑
σ
aσ ∼ flibreT + 0 + o(1) ✭■■✳✽✽❜✮
■❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜t✐❧✐té ❞✉❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ |+〉 ❛ ✉♥❡
♥♦r♠❡ 1✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ |libre〉 ❛ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ 2T ✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ q✉✬à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ |+〉 7→ λ |+〉✱
✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ✉♥ t❡r♠❡ − log λ q✉✐ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 1✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ ❞♦✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✾✮✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ❡st ✜①é❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠ê♠❡ ❢❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
rés❡❛✉✳
■■✳✾ ❇♦r❞ ❡t ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s st❛♥❞❛r❞✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❧❡
♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr♦✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉✱ ❡t❝✳ ❈❡s ❣é♦♠étr✐❡s s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✐s✲
❝✉t❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳✱ ♣♦✉r ♠♦t✐✈❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬■s❤✐❜❛s❤✐ ❡t ❞❡s
ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡
✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡❧✐❡r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❧♦❝❛❧✐sé❡
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✾❪✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❡t ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✶✵✳✹✮✳
✹✻
■■✳✾✳✶ ❘❡t♦✉r ❛✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❉é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❜♦r❞✳
❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✳
■❝✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs Φ✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♥✐ s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ ❖♥
♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡ ✈✐❞❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ |0〉 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
|0〉 =
∫
[dC(|z| < 1, z ∈ H)] e−S[C] |C(|z| = 1)〉 ✭■■✳✽✾✮
♦ù ❧❡s C(|z|) s♦♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ |z| ❝❡♥tré ❡♥ 0✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✶✮✳
❆♣♣❡❧♦♥s H′ ❝❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❞é❢♦r♠é✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ❡st ✿ q✉❡❧ ❡st ❧✬ét❛t |s〉 ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❄ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ■■✳✶✶✮
|s〉 =
∫ [
dC(|z| < 1, z ∈ H′)] e−S[C] |C(|z| = 1)〉 ✭■■✳✾✵✮
▲✬ét❛t |s〉 ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡ |0〉 ❡t ❞❡ s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣♦✉✈♦✐r
❧✬é❝r✐r❡ |s〉 = G |0〉✱ ♦ù G ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳
0
H
′
|s〉
g
0
H
|0〉
❋✐❣✳ ■■✳✶✶ ✕ ❯♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❡♥❝♦❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❢♦r♠❡ g✳ ❊♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét❛t |s〉 = G |0〉✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r G ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ g✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❧✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r G à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ H′ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Ht ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ H0 = H
′ ❡t H1 = H✱ ❡t q✉❡ Ht ❡t Ht+ dt s♦✐❡♥t
✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ gt q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Ht
s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H ♣♦✉r t♦✉t t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s ❡①✐❣❡r q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ gt(z) ❡♥ z →∞
♣r❡♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
gt(z) = z +
a1
z
+
a2
z2
+
a3
z2
+ . . . ✭■■✳✾✶✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gt ❡st ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❣é♦♠étr✐❡s Ht ❡t Ht+ dt s♦♥t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✱
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g−1t ◦ gt+dt q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Ht+ dt s✉r Ht ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡
✹✼
❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
g−1t ◦ gt+dt(z) = z +
b1 dt
z
+
b2 dt
z2
+
b3 dt
z2
+ . . . ✭■■✳✾✷✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ z 7→ z + α(z)
α(z) =
{
0 si |z| ≥ 1
b1 dt
z +
b2 dt
z2
+ b3 dt
z3
+ . . . si |z| < 1 ✭■■✳✾✸✮
q✉✐ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r Ht+dt∩{z, |z| < 1} ❡t q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ |z| = 1✳
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ |st+dt〉 ❡t |st〉✳ z ❞és✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s
Ht+dt✳
|st〉 = |st+dt〉+
(
1
2πi
∫
C
α(z)T (z)dz − 1
2πi
∫
C
α¯(z¯)T¯ (z¯)dz¯
)
|st+dt〉
= |st+dt〉 + dt (b1 L−2 + b2 L−3 + b3 L−4 + . . . ) |st+dt〉 ✭■■✳✾✹✮
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡
∂
∂t
|st〉 = (−b1 L−2 − b2 L−3 − b3 L−4 − . . . ) |st〉 ✭■■✳✾✺✮
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ♥♦t❛♥t |st〉 = Gt |0〉
∂Gt
∂t
.G−1t = −b1 L−2 − b2 L−3 − b3 L−4 − . . . ✭■■✳✾✻✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ q✉✐ ❡st ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ✭■■✳✾✷✮ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♣♦sé❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳
❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❲✐tt✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ H′ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲
♣❧❛♥ H ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❞é✜♥✐❡s s✉r H✱
❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s G ·F = F ◦ g ❞é✜♥✐❡s s✉r H′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭■■✳✾✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
(Gt + dGt)·G−1·F (z) = F◦g−1t ◦gt+dt(z) = F (z)+
b1 dt
z
∂zF (z)+
b2
z2 dt
∂zF (z)+
b3 dt
z3
∂zF (z)+ . . .
✭■■✳✾✼✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
∂Gt
∂t
·G−1t = − b1 ℓ−2 − b2 ℓ−3 − b3 ℓ−4 − . . . ✭■■✳✾✽✮
s✐ ❧❡s ℓn = −zn+1∂z s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❲✐tt [ℓm, ℓn] = (m−n)ℓm+n✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱
❧❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭■■✳✾✻✮ ❡t ✭■■✳✾✽✮ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❲✐tt à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs L−n ♦✉ ℓ−n ❛✈❡❝ n ≥ 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛
❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ♦♥ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
V ir− = Witt−✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
s❝❛❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ q✉❛♥❞ c = 0 ❡st tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ s❡✉❧ ❧✬ét❛t |0〉 ❛ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡✳ ❯♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c 6= 0 ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t
❝❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐✳
✹✽
■■✳✾✳✷ ❊t❛t ♣❛♥t❛❧♦♥
❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭■■✳✾✹✮ ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ H\{z, z2 ∈ [−√2t, 0]} ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✷✳❛✮ ♣❡✉t êtr❡
❡♥✈♦②é❡ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
gt(z) =
√
z2 + 2t = z +
t
z
+ . . . ✭■■✳✾✾✮
q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡
gt(z)
∂
∂t
gt(z) = 1 ✭■■✳✶✵✵✮
♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t z = g−1t (w) (
∂gt
∂t
)
◦ g−1t (w) =
1
w
. ✭■■✳✶✵✶✮
❛✳ ❜✳
❋✐❣✳ ■■✳✶✷ ✕ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g(z) =
√
z2 + 2t ❡♥❝♦❞❡ ✉♥❡ ❢❡♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r
√
2t ✭❛✮✳
❈❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛t e−t L−2 |0〉✳ ❊❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ✏♣❛♥t❛❧♦♥✑ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥
✭❜✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■■✳✾✹✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s ❣é✲
♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❞❡s ét❛ts Gt |0〉
G−1t .
∂Gt
∂t
= −L−2 ✭■■✳✶✵✷✮
q✉✐ s✬✐♥tè❣r❡ ❡♥ Gt |0〉 = e−t L−2 |0〉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥t❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 1✱ ♦♥ ❛ ❧✬ét❛t
|pantalon〉 = e− 12L−2 |0〉 . ✭■■✳✶✵✸✮
❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝r❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲
♣❛♥t❛❧♦♥✑ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✸✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✜♥✐❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
✹✾
Lδ
r❡♣❧✐❡♠❡♥t
L/2
δ
❋✐❣✳ ■■✳✶✸ ✕ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣❛♥t❛❧♦♥✑ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣❧✐é❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦✉❜❧é❡
s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r L/2✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à ❣❛✉❝❤❡✳
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡✲r✉❜❛♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r L/2
Zdouble−pantalon(
Zruban L/2
)2 = 〈pantalon| e−
πδ
L (L0− c24) |pantalon〉(
〈0| e− πδL/2(L0− c24) |0〉
)2
= e−
πδc
16L
(
1− e−πδL
)−c/8
=
(
2 sinh
πδ
2L
)−c/8
✭■■✳✶✵✹✮
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
〈0|Lk2Lk−2 |0〉 =
k!
2k
k−1∏
p=0
(8p+ c) . ✭■■✳✶✵✺✮
▼❛✐s ❧❡ r❛♣♣♦rt ✭■■✳✶✵✹✮ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
♦♣ér❛t♦rs ❇✳❈✳❈✳ Φ∆ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ r✉❜❛♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L/2 ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✸✮✱ ❛♣rès ✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Φ∆ ❛❣✐t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ r❡♣❧✐é❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s✳
❈❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s s♦♥t s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s♦✐t r❡❧✐é❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ Φ∆ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ❛
〈Φ∆(0)Φ∆(δ)〉 = 1(
2L
π sinh
πδ
2L
)2∆ ✭■■✳✶✵✻✮
s✐ ∆ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭■■✳✶✵✹✮
❛✈❡❝ ∆ = c16 ✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r (π/L)
c/8 ♣rès q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t |pantalon〉
❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ |0〉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ✏❝♦✐♥✑ ❝❡♥tr❛❧✱ ♦ù ❧❡ ❜♦r❞
t♦✉r♥❡ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ π✳ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ q✉❛♥❞ ♦♥
tr❛✐t❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❬✷✵❪✳ ❈❡ ❢❛❝t❡✉r ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r s✉r ❧❡ rés❡❛✉ q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣rés❡♥t✳
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ∆ = c16 ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❈❛r❞②✲P❡s❝❤❡❧
❬✷✵❪✳
✺✵
■■✳✾✳✸ ❊t❛t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt
❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
gk(z) =
(
zk + 2
)1/k
✭■■✳✶✵✼✮
P♦✉r ✈♦✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ Hk ✭✜❣✉r❡
■■✳✶✹✮
Hk = H \
{
z| zk ∈ [−2, 2]
}
✭■■✳✶✵✽✮
◆♦t♦♥s q✉❡ H1 = H✳ P♦✉r k ≥ 2✱ Hk ❡st ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡♠✐✲ét♦✐❧❡ à k − 1 ❜r❛♥❝❤❡s
❝❡♥tré❡ ❡♥ 0✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g2n ❡♥✈♦✐❡ H2n s✉r H2n−1 ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
H8 =
21/8ei
π
8
21/8ei
2π
8
21/8ei
3π
8
21/8ei
4π
8
21/8ei
5π
8
21/8ei
6π
8
21/8ei
7π
8
❋✐❣✳ ■■✳✶✹ ✕ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s Hk s♦♥t ❞❡s ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ❞❡s ét♦✐❧❡s à k − 1 ❜r❛♥❝❤❡s ❝❡♥tré❡s ❡♥
0✳
g4 ❡♥✈♦✐❡ H4 s✉r H2 ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✶✺✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐❧❧✉str❡r ✐❝✐ ❡st
q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s gk ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡
❱✐r❛s♦r♦✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t gk;t(z) = (z
k + 2t)1/k✱ ♦♥ ❛
(gk;t(z))
k−1 ∂
∂t
gk;t(z) = 2/k ✭■■✳✶✵✾✮
♦✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t z = g−1k;t (w) (
∂gk;t
∂t
)
◦ g−1k;t (w) =
2/k
wk−1
✭■■✳✶✶✵✮
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s
♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦
G−1gk;t ◦
∂Ggk;t
∂t
= −2
k
L−k ✭■■✳✶✶✶✮
q✉✐ s✬✐♥té❣r❡ ❡♥
Ggk;t = e
− 2t
k
L−k . ✭■■✳✶✶✷✮
✺✶
g4 : 7→
❋✐❣✳ ■■✳✶✺ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g4 ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ H4 s✉r H2✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡✱ g2n ❡♥✈♦✐❡ H2n s✉r H2n−1 ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g2n ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r g2 ◦ g4 ◦ ◦ · · · ◦ g2n ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ H2n s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❜♦r❞ à 2n − 1 ❜r❛♥❝❤❡s s✬é❝r✐t ❞♦♥❝
|2n − 1 branches〉 = G−2n . . . G−4G−2 |0〉 . ✭■■✳✶✶✸✮
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ n→ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✻✮✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t
g2 ◦ g4 ◦ · · · ◦ g2n(z) =
√√
. . .
√√
z2n + 2 + 2 · · ·+ 2 + 2 ✭■■✳✶✶✹✮
−→
n→∞ z +
1
z
si |z| > 1. ✭■■✳✶✶✺✮
❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z 7→ z + 1z ❡♥✈♦✐❡ H \ {z, |z| ≤ 1} s✉r H✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♣r✐✈é ❞✬✉♥
❞❡♠✐✲❞✐sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t ❞❡ ❜♦r❞
|B〉 = lim
n→∞ e
− 1
2n−1
L−2n . . . e−
1
2
L−4e−L−2 |0〉 . ✭■■✳✶✶✻✮
−→
n→∞
❋✐❣✳ ■■✳✶✻ ✕ ▲❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡♠✐✲❞✐sq✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s
H2n ✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ét❛t ❞❡ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L× T ✳ ❖♥ ❛
Z(L, T ) = 〈B| e− πLT(L0− c24) |B〉 ✭■■✳✶✶✼✮
= q−
c
24
(
1 +
c
2
q2 + . . .
)
✭■■✳✶✶✽✮
✺✷
❡t ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η(q2)−c/2✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ♦♥ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❛r❞②✲
P❡s❝❤❡❧✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡st
(L/T )c/4 η
(
q2
)−c/2
✭■■✳✶✶✾✮
❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❞ér✐✈é ❞❛♥s ❬✷✶❪ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt
q✉❡ Z ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L/T q✉✐ ✈ér✐✜❡ Z(L/T ) = Z(T/L)✳ ❈❡ s❡✉❧ ❢❛✐t ❡st ❞é❥à très
❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
Z ∼ e−πc24L/T q✉❛♥❞ L/T →∞✱ ❝❡❧❛ s✉✣t à ✜①❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❬✷✷❪✳
■■✳✶✵ ❇♦r❞s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ✭❙▲❊✮
❋✐❣✳ ■■✳✶✼ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à
❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s s♣✐♥s s♦♥t ✜①és à + à ❣❛✉❝❤❡ ✭❡♥ ♥♦✐r✮ ❡t à − à ❞r♦✐t❡ ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❜♦r❞ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞✱
♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙❝❤r❛♠♠ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ▲❛✇❧❡r ❡t ❲❡r♥❡r ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s
❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ✭❙▲❊✮ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛❥❡✉r ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❙▲❊ ♥✬❛✐t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❛♣♣♦rté ❞❡ rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① s✉r ❧❡
✺✸
♣❧❛♥ ♣❤②s✐q✉❡❦✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ✏♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡✑ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❆✈❡❝ ❙▲❊✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ✭❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮ ❡st ♣❧✉s ❞✐r❡❝t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❙▲❊ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡ ❡t r✐❣♦✉r❡✉s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ❡t q✉✐ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s
♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❙▲❊ ❡t ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✈❡❝
❜♦r❞ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❡♥é❡ ✐❝✐ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷✸❪✱
q✉✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❛ r❡✈✉❡ ❬✷✹❪ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très ✉t✐❧❡✳
■■✳✶✵✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❡t ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
❋✐❣✳ ■■✳✶✽ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à 3 ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉
❜♦r❞ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s s♣✐♥s s♦♥t ❜❧❡✉s ♦✉ r♦✉❣❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✈❡rts à ❞r♦✐t❡✳
▲❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r
rés❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥✳ ■❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝r✐t✐q✉❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✱ ❡t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ♦✉ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t tr✐✈✐❛❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣✐♥s ✜①és à + s✉r ❧✬❛①❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❡t à − s✉r ❧✬❛①❡
ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✼✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❦▲❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ✭❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢r❛❝t❛❧❡s✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛✈❡r✲
sé❡✱ ❡t❝✳✮ ♦❜t❡♥✉s ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❙▲❊ ❛✈❛✐❡♥t été ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❧❡s ✈✐♥❣t ❛♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ❧❡s
♣❤②s✐❝✐❡♥s✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ à ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ♦✉ ❛✉ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳
✺✹
❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥s + ❡t −✳ ❆ très ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛r♦✐ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
❞r♦✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❆✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❢r❛❝t❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞✬❛♠❛s ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✭❝❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✮✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s♣✐♥s + ❡t −✱ ♦✉ ❞❡ s✐t❡s ✭♦✉ ❧✐❡♥s✮
✏❛❧❧✉♠és✑ ♦✉ ✏ét❡✐♥ts✑✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❆✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✿ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ Z2 é✈✐❞❡♥t❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ + à − ♦✉ ❞❡ ✏❛❧❧✉♠és✑ à
✏ét❡✐♥ts✑✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
P♦tts à tr♦✐s ét❛ts✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
r❛♠✐✜és✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ♦♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡
t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜r❛♥❝❤é❡ ❡st✱ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥✱ ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❙▲❊✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s❡
r❡st❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s✱ s✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❙▲❊ ♦✉ ✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à 3 ét❛ts ✭❞✐s♦♥s r♦✉❣❡✱ ✈❡rt
❡t ❜❧❡✉✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈❡rt✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ sé♣❛r❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈❡rt ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r♦✉❣❡s ♦✉ ❜❧❡✉s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✉✐ ✭✜❣✉r❡
■■✳✶✽✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✷✺✱ ✷✻❪✱ ❡t ✐❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❛ ✉♥❡
❧✐♠✐t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❙▲❊✳
❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞✳ ❉✉ ❝♦té ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s
s♣✐♥s✳ ■❧ s♦♥t ✜①és à − ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❜❧❡✉s ♦✉ r♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ P♦tts✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❧❡s s♣✐♥s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ■❧s s♦♥t ✜①és à + ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❡t s♦♥t ✈❡rts ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❛rt
❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s
❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ✭✜❣✉r❡s ■■✳✶✼ ❡t ■■✳✶✽✮✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉
❜♦r❞ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
■■✳✶✵✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
gt,0(z) =
√
z2 + 4t ✭■■✳✶✷✵✮
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲
♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❡♥t❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2
√
t✱ H \ {z, z2 ∈ [4t, 0]}✱ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥t❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2
√
t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t a s✉r ❧✬❛①❡
ré❡❧
gt,a(z) = a +
√
(z − a)2 + 4t ✭■■✳✶✷✶✮
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t
dga(z) = gt+dt, a ◦ g−1t,a (z) = z +
2 dt
z − a ✭■■✳✶✷✷✮
✺✺
❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ gt,a(z) = dga ◦ dga ◦ dga ◦ · · · ◦ dga(z)✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r ❡st
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❜♦✉❣❡r ❧❡ ♣♦✐♥t a ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝♦♥♥❛ît ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ at✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gt(z) ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r
∂
∂t
gt(z) =
2
z − at ✭■■✳✶✷✸✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gt ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ z →∞✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡
gt(z) = z +
α1
z
+
α2
z2
+ . . . ✭■■✳✶✷✹✮
❛✈❡❝ α1 = 2 t✳ ❊❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Kt s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✳ ◗✉❛♥❞
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ at ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Kt ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
s✐♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Γt✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
z
Γt
0
w = gt(z)
w
❋✐❣✳ ■■✳✶✾ ✕ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Γt ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ gt q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ H \Γt s✉r H✳
❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t at ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧✳
▼❛✐s ♦♥ ❞é❝r✐t ❡♥ ré❛❧✐té ♣❧✉s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✿ ♦♥ ❞é❝r✐t t♦✉t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❢♦r♠❡ gt à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
◗✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ at ❡st ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐èr❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✏s❛✉✈❛❣❡s✑ ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞✉ ❝❛s ♦ù
Kt ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♠❛✐s ♦ù ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
z
Kt
0
w = gt(z)
w
❋✐❣✳ ■■✳✷✵ ✕ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Γt ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ gt q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ H \Γt s✉r H✳
Kt ❡st ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥❢❡r♠é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✷✵✮✳
❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
✺✻
■■✳✶✵✳✸ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r✳
❉❛♥s ❬✷✼❪✱ ❙❝❤r❛♠♠ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞❡s
❝♦✉r❜❡s q✉✐ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✉
❜♦r❞ ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✱ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ Ω ⊂ C✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts x1 ❡t x2 s✉r ❧❡ ❜♦r❞
❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ µΩ, x1, x2 (Γ) s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s Γ q✉✐ ✈♦♥t
❞❡ x1 à x2✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H ❡t ❧❡s
♣♦✐♥ts x1 ❡t x2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❙❝❤r❛♠♠✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ✳
Pr♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ Γ ⊂ Ω q✉✐ r❡❥♦✐♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
x1 ❡t x2 s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞✐s❥♦✐♥ts Γ1 ❡t Γ2
q✉✐ s❡ t♦✉❝❤❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x3 ∈ Γ✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ µΩ, x1, x2 (Γ|Γ1) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ µΩ\Γ1, x3, x2 (Γ2)✳
■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Ω s✉r Ω′✱ ❡t q✉❡ x1
❡t x2 s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Ω✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ(Γ, Ω, x1, x2) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ϕ ∗ µ s✉r
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s Ω′ q✉✐ ✈♦♥t ❞❡ x′1 = ϕ(x1) à x
′
2 = ϕ(x2)✱ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
(ϕ ∗ µΩ,x1,x2)
(
Γ′
)
= µΩ, x1, x2
(
ϕ−1(Γ′)
)
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▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ϕ ∗ µΩ, x1, x2 = µΩ′, x′1, x′2 ✳
❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s s✐ ❧✬♦♥ ✈♦✐t µΩ,x1,x2 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très ❞✐✣❝✐❧❡s à ♣r♦✉✈❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞♠✐s❡s ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r✱ ❡t s♦♥t très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ Γ q✉✐ ✈❛ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲♦❡✇♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s at✳ ◆♦t♦♥s Γ1 ❛✉ t❡♠♣s t1✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ gt1 ✳ ❙✐ Γ2 = Γ\Γ1✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ µH, 0,∞(Γ|Γ1) =
µ
H\Γ1,g−1t1 (at1 ),∞
(Γ2)✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ µH\Γ1,g−1t1 (at1 ),∞
(Γ2) = µH, at1 ,∞ (g(Γ2))✳
Γt1
at
gt1
at + at1
✺✼
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣✉✐s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
gt1 ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ tr❛♥s❧❛té❡ ❞❡ at1 ✳ ❙✐ t > t1✱ ♦♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ at−at1 ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ at−t1 ✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ δt > 0✱
❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts at+ δt− at s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐str✐❜✉é❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s at ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡
at =
√
κBt + v t✳ ❙✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ ❛ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡✴❞r♦✐t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡
❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧ ✿ v = 0✳ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✳
❚❤é♦rè♠❡ ✭❙❝❤r❛♠♠✮✳ ❙✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µH, 0,∞(Γ) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❝✐✲❞❡ss✉s ✭▼❛r❦♦✈
❡t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✮✱ ❡t ❡st s②♠étr✐q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡✴❞r♦✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
at ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r SLEκ{
dgt(z) =
2dt
gt(z)−at
dat =
√
κ dBt
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Bt ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ♥♦r♠❛❧✐sé ✿
〈
(Bt −Bt′)2
〉
= |t− t′|✳ P♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ κ✱ SLEκ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ SLEκ✳
κ < 4✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s✐♠♣❧❡ Γt ✭✜❣✉r❡ ■■✳✶✾✮✱ q✉✐ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞✱ ❡t
♥❡ s❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✮✳
4 ≤ κ < 8✳ ❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦ssè❞❡ ✭♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✮ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞♦✉❜❧❡s ✭✜❣✉r❡ ■■✳✷✵✮✳
κ ≥ 8✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♠♣❧✐t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❢r❛❝t❛❧❡ 2✳
■■✳✶✵✳✹ ❙▲❊✴❈❋❚
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳
❖♥ ❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r ❇✳❈✳❈ Φ ❡♥ 0✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❣é♥èr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✭✈♦✐r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ■■✳✶✼ ❡t ■■✳✶✽✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❞é❝r✐t❡
♣❛r SLEκ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ κ✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ Φ q✉✐ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛r✲
❣✉♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ H
❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ Φ ✐♥séré ❡♥ 0✳ ❊♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✱ ❝❡❝✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬ét❛t
✺✽
|Φ〉+ dGt |Φ〉
Φ
dht ◦ h−1t
|Φ〉
Φ
❋✐❣✳ ■■✳✷✶ ✕ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♥❢♦r♠❡s ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ z 7→ z + dht ◦ h−1t (z) s❡
tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ dGt s✉r ❧✬ét❛t |Φ〉✳
|Φ〉✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ z 7→ z + dht ◦ h−1t (z) ♦ù
ht = gt − at✱ ❡t gt ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭■■✳✶✷✻✮✳ ▲❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ dat ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❇✳❈✳❈ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ht ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡
dht =
2 dt
ht
− √κ dBt ✭■■✳✶✷✼✮
❖♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■✳✷✶ ✭❞r♦✐t❡✮✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ dht ◦ h−1t ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❧✬ét❛t |Φ〉✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ dht ◦ ht ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✭■■✳✾✹✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✾✳ P♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞é✜♥✐❡ s✉r H✱ ❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s ht ❛❣✐ss❡♥t ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ht ·F = F ◦ht✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ dht ◦ h−1t (z) = 2 dtz +
√
κ dBt✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r F ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✳ ❖♥ tr♦✉✈❡
dF (z) = F ◦ (ht + dht) ◦ h−1t (z)− F (z)
= F
(
z +
2
z
dt−√κBt
)
− F (z)
=
(
2
z
F ′ +
κ
2
F ′′
)
dt − √κF ′ dBt
=
(
−2ℓ−2 + κ
2
ℓ2−1
)
dt +
√
κ dBt ℓ−1 ✭■■✳✶✷✽✮
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❲✐tt ℓn = −zn+1∂z✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ✭■■✳✾✹✮
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s♣♦s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ z 7→ z + dht ◦ h−1t (z) s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t |Φ〉
|Φ〉 7→ |Φ〉 + dG |Φ〉 = |Φ〉 +
(
−2L−2 + κ
2
L2−1
)
dt +
√
κ dBt L−1 |Φ〉 ✭■■✳✶✷✾✮
P✉✐sq✉❡ dht ◦ h−1t ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬ét❛t |Φ〉✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r dG |Φ〉 = 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐❡ q✉❛♥❞ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞
✺✾
❧✬ét❛t dG |Φ〉 ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 〈Φ(z1, z¯1)Φ(z2, z¯2) . . . dG|Φ〉 =
0✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ♠♦②❡♥♥❡r s✉r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❇r♦✇♥✐❡♥ Bt✱ ❧❡ t❡r♠❡
√
κ dBt L−1 |Φ〉 ❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡
t❡r♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à dt ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡(
−2L−2 + κ
2
L2−1
)
|Φ〉 = 0 ✭■■✳✶✸✵✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❣é♥❡r❡s❝❡♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 2 ❞❛♥s ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❑❛❝ ❬✻❪✳ P♦✉r κ ✜①é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Φ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
h =
6− κ
2κ
✭■■✳✶✸✶✮
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ h1,2 ♦✉ h2,1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❑❛❝ ❬✻❪✱ s❡❧♦♥ q✉❡ κ > 4 ♦✉ κ < 4
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ κ
c =
(6− κ) (3κ− 8)
2κ
✭■■✳✶✸✷✮
❡t ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✐❝✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ κ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛r❣❡
❝❡♥tr❛❧❡ c✳ ▲✬✉♥❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 4✱ ❧✬❛✉tr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 4✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❞✉❛❧✐té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✻✵
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❏✳ ❩✐♥♥✲❏✉st✐♥✱ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❈r✐t✐❝❛❧ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ 4e ❊❞✳✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱ ✷✵✵✷✳
❬✷❪ ❘✳❏✳ ❇❛①t❡r✱ ❊①❛❝t❧② s♦❧✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✷✳
❬✸❪ ●✳ ▼✉ss❛r❞♦✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊①❛❝t❧② ❙♦❧✈❡❞ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
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q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① ❤❛❜✐t✉❡❧s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❡s
q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛♠❛s ❞❡
❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ✷❉✱ ♦✉ ❛✉① ❛♠❛s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✳
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✐❞❡♥t✐✜és ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s❜✱ ♥❡ ❧❡s r❡♥❞ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts
♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦t✐✈❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡✲
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♥❢♦r♠❡s✱ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡t✱ ❜✐❡♥ q✉✬ét❛♥t r❛r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉
❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ ❧❡ ❞é❝r✐t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t
❞❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❙▲❊✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s r❡♣♦s❡♥t
s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s s✐♠✐❧✐✲
t✉❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ r❡♣éré❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❛✏❘❡str✐❝t❡❞ ❙♦❧✐❞ ❖♥ ❙♦❧✐❞✑✳
❜❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞é❥à ❝✐tés✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡♥ ✷❉✳
✻✸
■■■✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) s✉r rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱ ❞❡
●❡♥♥❡s ❛ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✴❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s♣✐♥ à n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Sαi ✱ α ∈ {1, . . . , n} s✉r
❝❤❛q✉❡ s✐t❡ i✳ ▲❡s s♣✐♥s s♦♥t t♦✉s ♥♦r♠❛❧✐sés ✿
∑
α
(Sαi )
2 = cste✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Z = tr

∏
<ij>
(
1 + xSαi S
α
j
) ✭■■■✳✶✮
♦ù ❧❡s < ij > s♦♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s✐t❡s ✈♦✐s✐♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♣✐♥s ♣❡✉t êtr❡
❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✈ér✐✜❡
tr [1] = 1 ✭■■■✳✷❛✮
tr
[
Sαi S
β
i
]
= δαβ . ✭■■■✳✷❜✮
P❛r s②♠étr✐❡ Sαi 7→ −Sαi ✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ tr [Sαi ] = tr
[
Sαi S
β
i S
γ
i
]
= 0✳ ❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❛♥s ✭■■■✳✶✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧s t❡r♠❡s q✉✐ ✈♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(
Sα1i1 S
α1
i2
) (
Sα2i2 S
α2
i3
)
. . .
(
Sαkik S
αk
i1
)
✳ ❈❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❛ ✉♥❡ tr❛❝❡ n✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐♥s✐ à ✉♥❡
❋✐❣✳ ■■■✳✶ ✕ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) s✉r rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ❈❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛
✉♥ ♣♦✐❞s xlongueurn✳
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭■■■✳✶✮
Z =
∑
conf.
xlongueurnNboucles ✭■■■✳✸✮
❉❛♥s ✭■■■✳✸✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ré❛❧✐s❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ n ré❡❧✱ ♠ê♠❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ◆♦t♦♥s
❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s♣✐♥s✴❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ♣❛s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✻✹
♣❛rt✐t✐♦♥ Z✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
〈
Sαi S
α
j
〉
✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ r❡❧✐❛♥t i à j✱ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉
❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n → 0✱ ❝❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞✐s♣❛r❛îss❡♥t ❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♠èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❛♥t ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■✮✳
■■■✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à ❧❛ ❋♦rt✉✐♥✲❑❛st❡❧❡②♥
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à Q ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ❈❡tt❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❋♦rt✉✐♥ ❡t ❑❛st❡❧❡②♥ ❬✶❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts ❡st
❛✳ ❜✳
❋✐❣✳ ■■■✳✷ ✕ ❙♣✐♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts ❡t ❛♠❛s ❋❑ ✭❛✮✱ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭❜✮✳
❞♦♥♥é❡ ♣❛r
Z =
∑
σ
∏
<ij>
eKδσiσj . ✭■■■✳✹✮
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❋♦rt✉✐♥ ❡t ❑❛st❡❧❡②♥ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ eKδσiσj = 1+(eK−1)δσiσj ✱
❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
✈✐✈❛♥t s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❙✐ ❞❡✉① s♣✐♥s ❞❡ P♦tts ✈♦✐s✐♥s ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❝❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s✳ ▼❛✐s s✬✐❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t ✏❛❧❧✉♠❡r✑ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡
❧✐❡♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s eK − 1 ♦✉ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛♠❛s ❞❡
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❛♠❛s ❋❑ ✮ q✉✐ ✈✐✈❡♥t s✉r ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ s♣✐♥s ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✷✳❛✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡ s♣✐♥s ❞♦♥♥é❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛♠❛s ❋❑ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s (eK − 1)Nliens FK ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ s♣✐♥s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛♠❛s ❋❑ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ❞♦✐t
êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
Z =
∑
amas FK
(eK − 1)Nliens FKQNamas FK ✭■■■✳✺✮
❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡s ❛♠❛s ❋❑✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✷✳❜✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠❛s ❋❑ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠❛s ❋❑ ❞✉❛✉① ✭❡♥
✻✺
♦r❛♥❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✳❜✮✱ ❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡st ❛✐♥s✐ r❡❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠❛s
❋❑ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 ♣rès
Namas FK = Nsommets −Nliens FK +Namas FK duaux
⇒ Nboucles = Namas FK +Namas FK duaux
= 2Namas FK +Nliens FK −Nsommets ✭■■■✳✻✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭■■■✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t
Z ∝
∑
conf.
√
Q
Nboucles
(
eK − 1√
Q
)Nliens FK
✭■■■✳✼✮
❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ Nliens FK +Nliens FK duaux =
cste✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♠♣✐❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té
❞❡ ❑r❛♠❡rs✲❲❛♥♥✐❡r ❬✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❝❛rré ❛✉ rés❡❛✉ ❝❛rré ❞✉❛❧✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ✿ e
K−1√
Q
7→
√
Q
eK−1 ✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ s✉r ❝❡ rés❡❛✉ ❡st ❞♦♥❝ s✐t✉é ❡♥ e
K = 1 +
√
Q✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ n =
√
Q ✭■■■✳✸✮✱ ♠❛✐s
♣✉✐sq✉✬✐❝✐ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t t♦✉t ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
■❧ ♥✬② ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ x ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✳
■■■✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s s✉r ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
▲❡ s✉❝❝ès ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❬✸❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❞ér✐✈és ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ r❡st❡♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♦r✐❡♥t❡r
❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ② ❛ 2Nboucles
❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♦r✐❡♥té❡ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ e±iγ s❡❧♦♥ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛
tr❛❝❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ n = eiγ+e−iγ ✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✿ ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉✐ t♦✉r♥❡ ❞✬✉♥
❛♥❣❧❡ α ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ eiγ
α
2π ✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♦r✐❡♥té❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ h(x) ❞é✜♥✐ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳
❊♥ tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ h(x) ✈❛r✐❡ ❞❡ ∆h = ±π s❡❧♦♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❝✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
❝❡♥tr❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡st ❛tt✐ré ✈❡rs
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●
S [h] =
g
4π
∫
(∂h)2d2x. ✭■■■✳✽✮
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ g ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ h ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ h ∈ πZ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ✭❛✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✮✳ g s❡r❛ ✜①é❡ ♣❧✉s t❛r❞
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n = 2 cos γ✳
❝▲❡ ❝❤♦✐① |∆h| = pi ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r✳
✻✻
❖♥ s❛✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬✉♥ ❜♦s♦♥ ❧✐❜r❡ ✈❛✉t c = 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡
❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ q✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s à c = 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❣❛③
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ✏é❝r❛♥✑✳ P♦✉r ✈♦✐r
❝❡❧❛ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♦r✐❡♥té❡s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡s
t♦✉r♥❡♥t t♦✉t❡s ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ t♦t❛❧ α ± 2π ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐❞s e±iγ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛
♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ s✬❡♥r♦✉❧❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✳ ❈❡s ❜♦✉❝❧❡s ❢♦♥t ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t
❛✉t♦✉r ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❛✈❡❝ α = 0✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♣té❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡❧❛✱
♦♥ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ✭■■■✳✽✮
S′[h] =
iγ
π
lim
x→∞ (h(x)− h(−x)) ✭■■■✳✾✮
❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♦r✐❡♥té❡s ❛✈❡❝ k ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉r♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s
❛✉t♦✉r ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡st
∆h = kπ✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r e±iγk✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣té❡s
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉ t❡r♠❡ ✭■■■✳✾✮✳
▲❡ t❡r♠❡ ✭■■■✳✾✮ ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ✈❡rt❡① eiαh
∆α =
g
4
[
(α+ γ/π)2 − (γ/π)2] . ✭■■■✳✶✵✮
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ g ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ✜①é❡ ♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❡st ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ h ∈ πZ✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r cos 2h ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✳ ❖♥ ❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝
∆2 = 2✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r g
g = 1± γ
π
. ✭■■■✳✶✶✮
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❈❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ h ❞♦✐t
êtr❡ ♣❧❛t✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ét❡♥❞✉s ❡t ✏❧✐ss❡s✑✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ g
❡st ♣❡t✐t ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ✏s❛✉✈❛❣❡s✑✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s g > 1 ♦♥ ♣❛r❧❡r❛
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐❧✉é✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s g < 1✱ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡♥s❡✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❛✈❡❝ ❝❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ♦♥ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ T ×L
✭T ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡st très ❧♦♥❣ ✭L ≫ T ✮✱ ♦♥ ❞♦✐t
❛✈♦✐r Z ∼ e−πc6 LT ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ♦♥ ❛ Z ∼ e−
π
6
„
1− (γ/π)2
6g
«
L
T
✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛s ✭❞❡♥s❡ ❡t ❞✐❧✉é✮ ✿
c = 1− 1
6
(
√
g − 1/√g)2 . ✭■■■✳✶✷✮
▲❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❈❡s ❡①♣♦✲
s❛♥ts ✏♠❛❣♥ét✐q✉❡s✑ ♦✉ ✏é❧❡❝tr✐q✉❡s✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✭❡①♣♦s❛♥ts
à k ♣❛tt❡s✮✱ ♦✉ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉r♥❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✳ ❈❡s ❡①♣♦s❛♥ts s♦♥t ❞é❝r✐ts ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✈✉❡s ❬✸✱ ✹❪✱ ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s
✻✼
✐♥s✐st❡r s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ✐❝✐✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑❛❝ ♣♦✉r ♣❛r❛♠étr❡r ❝❡s
❡①♣♦s❛♥ts
hr,s =
(g r − s)2 − (g − 1)2
4g
g ≥ 1 (❞✐❧✉é) ✭■■■✳✶✸❛✮
hr,s =
(r − g s)2 − (1− g)2
4g
g < 1 (dense) ✭■■■✳✶✸❜✮
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭■■■✳✶✷✮ ❡t ✭■■■✳✶✸✮ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡♥s❡✴❞✐❧✉é✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧✬✉♥ ❞✐❧✉é ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡♥s❡❞✱ ♠è♥❡♥t à ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛r❣❡
❝❡♥tr❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t g ❡♥ 1/g✳
■■■✳✹ ❆ q✉♦✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❄ ❇♦✉❝❧❡s ❡t ❙▲❊✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✮✱ ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é❥à ✈✉❡ ❡♥ ■■■✳✸
Z =
∑
conf.
xlongueurnNboucles . ✭■■■✳✶✹✮
❊♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ x✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✸ q✉❛♥❞ −2 < n ≤ 2✳
❆✉✲❞❡❧à ❞❡ n = 2✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r♠✐♥✲❲❛❣♥❡r
❬✺❪✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s❡✳
P❤❛s❡ ♠❛ss✐✈❡✳ ◗✉❛♥❞ x < xc ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s s♦♥t très ♣é♥❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ■■■✳✸✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✜♥✐❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✱ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛tt✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ tr✐✈✐❛❧ x = 0✳ ❆ ❝❡
♣♦✐♥t ✐❧ ♥❡ s✉❜s✐st❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳
P❤❛s❡ ❞❡♥s❡✳ ◗✉❛♥❞ x > xc✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣r♦❧✐❢èr❡♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t très ❣r❛♥❞❡s✱ ❡t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ SLEκ ❛✈❡❝ κ > 4✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ✿ ❝❤❛q✉❡
❜♦✉❝❧❡ s❡ t♦✉❝❤❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✱ ❡t ❡❧❧❡ t♦✉❝❤❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s❡s
✈♦✐s✐♥❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❣❛③
❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛✈❡❝ g < 1✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ g ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ κ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r g =
4
κ
✱ ❡t
❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r n = −2 cos (πg)✳
P♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✐❧✉é✳ ◗✉❛♥❞ x = xc✱ ✐❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❣r❛♥❞❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❝❛s ❞❡♥s❡✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♥✬♦♥t ❝❡tt❡
❢♦✐s ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧❡ ❡t ♥❡ s❡ t♦✉❝❤❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r SLEκ
❞◆♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳
❡■❧ ② ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐ q✉❛♥❞ x = ∞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s t♦✉s ❧❡s s✐t❡s ❞✉
rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛✈❡rsés ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c ≤ 2✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ✈♦✐r ❬✻❪✳
✻✽
xxc
P❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ P❤❛s❡ ❞❡♥s❡P❤❛s❡ ♠❛ss✐✈❡
❋✐❣✳ ■■■✳✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ♣♦✉r −2 < n ≤ 2✱ ❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♠❛ss✐✈❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡✳
❛✈❡❝ κ < 4 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛✈❡❝ g > 1✳ ❖♥ ❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ g =
4
κ
❛✈❡❝
n = −2 cos (πg)✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ré♣✉❧s✐❢ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✳
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ◆✐❡♥❤✉✐s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝r✐t✐q✉❡ xc s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❡st
❝♦♥♥✉❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ◆✐❡♥❤✉✐s ❬✼❪✱ q✉✐ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡
s✉r rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝♦ï♥❝✐❞❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❣é♥ér❛❧✐sé ❞é✜♥✐
s✉r rés❡❛✉ ❝❛rré✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r xc =
√
2 +
√
2− n s✉r rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ■❧ ②
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✸✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
x =
√
2−√2− n✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦✉✈❡rt❡❢✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛r❧é q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✱ ♠❛✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts ❡♥
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦rt✉✐♥✲❑❛st❡❧❡②♥ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ s♦♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✭♦✉ ❛✉t♦❞✉❛❧ ♣♦✉r ❧❛
❞✉❛❧✐té ❞❡ ❑r❛♠❡rs✲❲❛♥♥✐❡r✮ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✳ ▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts✳
❢P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs n = 1 ✭♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✮ ❡t n = 0✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❙♠✐r♥♦✈ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs
❬✽✱ ✾❪✳
✻✾
■■■✳✺ ❇♦✉❝❧❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✷❉ ❞♦♥t ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ss✐♥é❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝❛rré ♦✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ✉t✐❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦✉ SLE✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ✏rés♦✉❞r❡✑ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♦✉ ❞✬✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❡t ❧✬♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✶✰✶❉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t ♣r♦❢♦♥❞ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❝❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥ ✶✰✶❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✿ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❬✶✵❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ P♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❢♦r♠❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥✬✐♥s✐st♦♥s ♣❛s s✉r ❝❡s ❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s é✈✐t❡r♦♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡
♣é❞❛♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❙✉r
❝❤❛q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ✐❧ ② ❛ N s✐t❡s ❡♥ ❜❛s ❡t N s✐t❡s ❡♥ ❤❛✉t✳ ❈❡s s✐t❡s s♦♥t ❛tt❛❝❤és ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉①
♣❛r ❞❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r 3 s✐t❡s ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ss✐♥❡r ❧❡s 5 ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ✸ s✐t❡s✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
d3 = 5 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s✉r N s✐t❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s dN ✈❛✉t∑
N
dNz
N =
1−√1− 4z
2z
✭■■■✳✶✺✮
❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s dN s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❈❛t❛❧❛♥
dN =
1
N + 1
(
2N
N
)
. ✭■■■✳✶✻✮
◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
× = =
❊♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s❡ ❢❡r♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❡♥❧è✈❡
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❡t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r n✳
× = = n
✼✵
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✬ét❡♥❞ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
TLN (n) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ s✉r N s✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s n ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❢❡r♠é❡s✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧ s✐ ♦♥ ✈❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ P♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
1 = ✳ ✳ ✳
N
ei = ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
N
i i+1
✭■■■✳✶✼✮
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ei ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té 1 ❣é♥èr❡♥t t♦✉t❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡
e2i = n ei ✭■■■✳✶✽❛✮
ei ej = ej ei si |i− j| ≥ 2 ✭■■■✳✶✽❜✮
ei ei±1 ei = ei ✭■■■✳✶✽❝✮
❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ♣❛✈❛♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s
❡t
■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r N ✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❜♦✉❝❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
TN =
∏
i impair
(1 + ei)
∏
i pair
(1 + ei) . ✭■■■✳✶✾✮
P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
♣♦✉r N = 4
T4 = + + +
+ + + +
P♦✉r é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)✱ ♦♥ ❞♦✐t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ❡♥ ❤❛✉t ❡t
❡♥ ❜❛s ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ✱
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳
✼✶
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭■■■✳✶✾✮ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦r✲
♠❡❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❡❧❧❡ ❛❣✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❣é✲
♥ér✐q✉❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ n✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡st très s✐♠♣❧❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù n = q + q−1 ❛✈❡❝ qk = 1 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r k 6= 0✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜
♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ■❝✐✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér✐q✉❡✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧✱ q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❢❛❝✐❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡
❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ Pk ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
Pk = ✳ ✳ ✳
k
❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s
♣r♦❥❡❝t❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t P 2k = Pk✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t
✳ ✳ ✳✳ ✳ ✳
k
= ✳ ✳ ✳
k
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs Pk ✈ér✐✜❡♥t Pkei = eiPk = 0 q✉❛♥❞ i < k✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ❜r✐♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞♦♥♥❡ 0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
k
i i+1
=
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
k
i i+1
= 0
❈❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❡①✐st❡♥t ❞ès q✉❡ n = q + q−1 ♦ù q ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧s
❡①✐st❡♥t ✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♣❛r ré❝✉r✲
r❡♥❝❡❣✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✐❝✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r
❣▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st Pk+1 = Pk −
[k]q
[k+1]q
PkekPk ♦ù [a]q =
qa−q−a
q−q−1
❡t P1 = 1✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐
✳ ✳ ✳
k + 1
= ✳ ✳ ✳
k
−
[k]q
[k+1]q
✳ ✳ ✳
k
✳ ✳ ✳
✼✷
❝❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TLN (n) ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡
❚♦✉s ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ♣❛ss❡♥t à tr❛✈❡rs ✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s
Ik ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ k ❧✐❣♥❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st
q✉❡ ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Ik ❡t Ik′ ❞♦♥♥❡♥t 0 q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡s ❝♦♥❝❛tè♥❡ ✭s✐ k 6= k′✮✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡
= 0
▲❡s Ik s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✭❝❡ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐❞é❛✉① ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s
♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧✮✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ TLN (n) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡
TLN (n) = I0 ⊕ I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ IN ✭■■■✳✷✵✮
♦ù✱ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Ik = {0} s✐ k ❡t N ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✳ ❈❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ Ik ❡st ❡♥ ❢❛✐t
s✐♠♣❧❡❤✳ ❈❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TLN (n) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s Ik✳ ❖♥ ♥♦t❡ Vk ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r N = 4✱
❧❡s tr♦✐s ✐❞é❛✉① ♥♦♥ ♥✉❧s s♦♥t I0✱ I2 ❡t I4✱ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ 9 ❡t 1✳ ▲❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡st 14✳ ▲❡s tr♦✐s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s V0✱ V2 ❡t V4 s♦♥t
V0 =
{ }
V2 =



 V4 = { }
▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TLN (n) s✉r ❝❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣❧✉s
❤❛✉t ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❞❡ V2 ❡t V4✱
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥tr❛❝té❡s✳ ❊♥ ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉✐
❝♦♥tr❛❝t❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 0✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ TL4(n) q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧
q✉❛♥❞ ✐❧ ❛❣✐t s✉r V4 ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té 1✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
dimVk =
(
N
N−k
2
)
−
(
N
N−k−2
2
)
✭■■■✳✷✶✮
s✐ k ❡tN ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡
∑
Vk (dimVk)
2 = dN
q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ✭■■■✳✶✾✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐♠❡♥t é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
V0 : T4 =
(
(1 + n)2 2 + n
(1 + n)2 3 + 2n
)
V2 : T4 =

 1 + n 2 01 + n 1 + n 1 + n
0 2 1 + n

 V4 : T4 = (1)
❡t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳
❤❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡❧❛ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ●r❛♠✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳
✼✸
Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❡s Vk ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦tés ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡❧✉✐✲
❝✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ❡①✐❣❡❛♥t q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs 1 ❡t ei ❞é✜♥✐s ♣❧✉s ❤❛✉t s♦✐❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ r❡♥✈❡rs❛♥t ✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
ét❛ts ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r n✳ ❙✐ ❞❡✉①
❧✐❣♥❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛❝té❡s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
〈 ∣∣ 〉 = = n2
〈 ∣∣ 〉 = = 0
〈 ∣∣ 〉 = = n
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✬ét❡♥❞ à t♦✉t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✐t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬ét❛t
|v〉 = ∣∣ 〉 − ∣∣ 〉
❛ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ❝❛rré 〈v|v〉 = 2(n− 1)n q✉✐ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❞ès q✉❡ n < 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐
n ≥ 2✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s Vk ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬ét❛ts ❞❡ ♥♦r♠❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧s ❡♥ ♦♥t ❞ès q✉❡ n < 2 ✭s✐
❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✮✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✐t✐❢ ❡st ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t
❧✐é à ❧❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉❛♥❞
n ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭♦✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧♦❝❛✉① ❡t ré❡❧s✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡st ré❡❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❣❛③ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡st ré♣❛rt✐ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣❤❛s❡ e±iγ ✱
♠❛✐s ❝❡ ♣♦✐❞s ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧✳ ❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ✐❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ♣♦s✐t✐❢ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♥❢♦r♠❡s ♥♦♥✲✉♥✐t❛✐r❡s✳
❋✉s✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù n ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t TLN (n) ⊗ TLM (n) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡
TLN+M (n)✳ ❚♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ei ❞❡ TLN+M (n) s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ à ♣❛rt eN ✱
q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✐t❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ V0⊗V0 s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ TL2(n)⊗TL2(n)✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡
❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✐❧ ❡st ❣é♥éré ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬ét❛t w = ✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ e1 ❡t e3✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ e2 ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳ ❖♥
❞♦✐t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ TL4(n) s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ✿ {w, e2w}✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t st❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ TL4(n)✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ e1(e2w) = e1e2
(
1
ne1w
)
= 1n (e1e2e1)w =
1
ne1w = w✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ✭✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à✮ V0 ♣♦✉r TL4(n)✳
✼✹
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ V2 ⊗ V2✱ ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r TL2(n) ⊗ TL2(n)✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬ét❛t u = q✉✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡st ❛♥♥✐❤✐❧é ♣❛r e1 ❡t e3✳
▼❛✐s✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ e2 ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t
e2u✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts✳ ■❧ ♥✬❡st
♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ {u, e2u, e1e2u, e3e2u, e1e3e2u, e2e1e3e2u} ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ TL4(n)✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ {e1e3e2u, e2e1e3e2u} ⊕{(
1− 1ne2e1e3
)
e2u,
(
1− 1ne3
)
e1e2u,
(
1− 1ne1
)
e3e2u
}⊕{P4u} ♦ù P4 ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ ❏♦♥❡s✲
❲❡♥③❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✭✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à✮ V0 ⊕ V2 ⊕ V4✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s Vk ❡t Vk′ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ TLN+M (n) s✉r Vk ⊗ Vk′ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ TLN (n)⊗TLM (n)✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ TLN+M (n) q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Vk×Vk′ ✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Vk ×Vk′ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ Vk ❡t Vk′ ✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ♠♦❞✉❧❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs
Vk × Vk′ =
k+k′⊕
k′′=|k−k′|
Vk′′ ✭■■■✳✷✷✮
❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡ q✉❛♥❞ n ❡st ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡
❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n = q+ q−1 ❛✈❡❝ q ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❖♥
✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ♣♦✉r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡
SU(2) ❞❡ s♣✐♥ k/2 ❡t k′/2✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❡t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜
❡t ❧❡s q✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ SU(2) ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❬✶✶✱ ✶✷❪✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❝❡t ❛s♣❡❝t ✐❝✐✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r ❛✉ss✐ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s N ❡t
M ✐♠♣♦rt❡♥t ♣❡✉✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭■■■✳✷✷✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st
très ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥❞ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r rés❡❛✉✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r s✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s
❞✐❧✉é❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
q✉✐ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s k q✉✐ ✐♥❞❡①❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Vk ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞✉
s♣✐♥ k/2✮✱ ❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s N ✳
■■■✳✻ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✴❱✐r❛s♦r♦
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ 1 + 1D ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r
❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ② ❛
✼✺
❞❡s ❛♥❛❧♦❣✐❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ❡t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝❡s ❛♥❛❧♦❣✐❡s
❞❛♥s ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♠②st✐q✉❡ ✭❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❢♦♥❝t❡✉rs✱ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ▼♦r✐t❛✱
❡t❝✳✮✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛❞♦♣t❡r ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♣❧✉tôt
❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ét❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛tt❡♥t✐❢s
❛✉① ❛s♣❡❝ts q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭q✉❛♥❞ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧
❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳
▼❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt TL
✭∈ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✮
❛❣✐t s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ Vk
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ Φ
❉✐❧❛t❛t✐♦♥ L0
✏▲✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✑
+
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡rs
❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
❛❣✐t s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ VΦ
❋✐❣✳ ■■■✳✹ ✕ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r rés❡❛✉ ❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❛ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ■■■✳✹✮✳
P❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✏♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✑✱ ❡t ❝❡tt❡ ✏❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✑ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ ✭♦✉ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✮ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❝❡ s♣❡❝tr❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✭❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✮ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✭❱✐r❛s♦r♦✮✱ ❡t❝✳
P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭■■■✳✶✾✮ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✹✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ TL ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛❣✐t✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ TL ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
■■✳✺✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ s✉r rés❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ e−
aπ
L (L0− c24)✱ s✐ λ(k)i ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ TL
− log λ(k)i ≃
aπ
L
(∆k + entier) ✭■■■✳✷✸✮
✼✻
♦ù ∆k ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ ✐♥séré ❡♥ 0 s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
✐✳ a ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡tt❡✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t a = 1✳
❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ TL ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Vk ♣❡✉t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❆♥s❛t③ ❞❡ ❇❡t❤❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❬✶✶❪✳ ▼❛✐s ✐❝✐✱ ♥♦✉s
✈♦✉❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞❡✈✐♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜
❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲
▲✐❡❜✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s Φ(k) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✏❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✑
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Vk✱ ❛❧♦rs ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭■■■✳✷✷✮
Φ(k) × Φ(k′) =
k+k′⊕
k′′=|k−k′|
Φ(k
′′) ✭■■■✳✷✹✮
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st très ❢♦rt❡✳ ▲❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
Φ(k) = Ψ1,1+k ✭■■■✳✷✺✮
♦ù Ψr,s ❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑❛❝ ✭■■■✳✶✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r
❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ r × s q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ q✉♦t✐❡♥t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
♦♥ ❞é✜♥✐t
VΨr,s = Vr,s/Vr,−s ✭■■■✳✷✻✮
♦ù Vr,s ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❝♦♠♣❧❡t ❢♦r♠é ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
♣r✐♠❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ hr,s✳ ▲❡ q✉♦t✐❡♥t ✭■■■✳✷✻✮ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r
Ψ1,2 ✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❬✶✸❪
Ψ1,2 × Ψ1,1+k = Ψ1,k + Ψ1,k+2 ✭■■■✳✷✼✮
❡t ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs Ψ1,2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭■■■✳✷✹✮
Ψ1,1+k × Ψ1,1+k′ =
k+k′⊕
k′′=|k−k′|
Ψ1,1+k′′ ✭■■■✳✷✽✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Ψ1,1+k s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❧❛ ✏❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✑ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Vk✱
❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❬✶✶❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ❡✛❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ② ❛✈❛✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉✐ ❡st t♦✉t ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ Ψ1,1+k✳
■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ Ψ1+k,1✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❑❛❝✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ ❝❛s ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ k ❧✐❣♥❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❞✐❧✉é✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r❛îtr❡ à
♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡♥s❡✴❞✐❧✉é q✉✐ r❡✈✐❡♥t ✐❝✐ à é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❑❛❝✳
✐❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ✐❧ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ✐♥sérés ❡♥ 0✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ■■■✳✷✸ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ∆k ❞✐✛ér❡♥ts✳
✼✼
■❧ ② ❛ ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ rés❡❛✉✱ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡
❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭■■■✳✷✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✈❛r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
✈❛r✐❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ n ✭❞✉ ♠♦✐♥s t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❡ ❝r✐t✐q✉❡✮✳ ▼❛✐s ♦♥ s❛✐t
q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ n ✭n = q + q−1 ❛✈❡❝ q ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✮✱ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s n ❣é♥ér✐q✉❡✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s Vk ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ s❛✐t❥ q✉❡ s✐
n = ei
π
m+1 + e−i
π
m+1 = 2 cos πm+1 ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s Vk s✬♦r❣❛♥✐s❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
0← Vk ← V2(m+1)−2−k ← V2(m+1)+k ← · · · ← V2p(m+1)−2−k ← V2p(m+1)+k ← . . . ✭■■■✳✷✾✮
♣♦✉r k ≤ m✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ rés❡❛✉✱
❡t ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s♦✐t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt TL s✉r ❧❡s Vk✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s r❡❣❛r❞❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ TL ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉♦t✐❡♥t 〈k〉 = Vk/Im
(V2p(m+1)+k)✳ ❊♥ ❢❛✐t
✐❧ s✬❛❣✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❝✐ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ ❛✈❡❝ m ét❛ts ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡✮✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s 〈k〉 ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦té❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❛♥♥❡①❡✮✳ P♦✉r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✏❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡✑ ❞❡s Vk s♦✐❡♥t très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs très s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠❡s h✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ✉♥✐t❛✐r❡s
❬✶✹❪ ❛✈❡❝
c = 1− 6
m(m+ 1)
h1,1+k =
((m+ 1)−m(1 + k))2 − 1
4m(m+ 1)
✭■■■✳✸✵✮
❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✭■■■✳✷✾✮ ❞❡✈✐❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
0← VΨ1,1+k ← VΨ1,1+2(m+1)−2−k ← VΨ1,1+2(m+1)+k ← · · · ← VΨ1,1+2p(m+1)−2−k ← . . . ✭■■■✳✸✶✮
q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ é❝r✐t❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ✭■■■✳✷✻✮
V1,1+k V1,1+2(m+1)−2−k
V1,−1−k
V1,1+2(m+1)+k
V1,−1−2(m+1)+2+k
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✭■■■✳✸✷✮
❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ✭♦✉ ❋❡✐❣✐♥✲❋✉❝❤s✮ ❬✶✸✱ ✶✺❪✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ t❛✐❧❧❡
✜♥✐❡ ❡st ❛ss❡③ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳
❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✐❧✉é❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❘❙❖❙✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ à é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❑❛❝✳
❥❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❛✉ss✐ ❬✶✶✱ ✶✷❪
✼✽
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s
❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✴❱✐r❛s♦r♦✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉tôt
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♣r✐s❡s tr♦♣ à ❧❛ ❧❡ttr❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉tôt ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥s♣✐r❛✲
t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ♣♦✉r ❞é❝♦rt✐q✉❡r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✭❡t ♣❛r❢♦✐s ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮✳
▼♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ❚❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
❆❧❣è❜r❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❱✐r❛s♦r♦
❞✉ s♣❡❝tr❡
P❛r❛♠ètr❡ P♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n ❈❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c
❈❛s ♥♦♥ n = q + q−1 c = 1− 6(p−q)2pq
❣é♥ér✐q✉❡s q r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té p✱ q ❡♥t✐❡rs
▼♦❞✉❧❡s Vk VΦ
❚r❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ e†i = ei L
†
n = L−n
✭♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✮
❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❉ét✳ ❞❡ ●r❛♠ ❉ét✳ ❞❡ ❑❛❝
❘❡str✐❝t✐♦♥s ▼♦❞è❧❡s ❘❙❖❙ ▼♦❞è❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉①
✭❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐✮
✼✾
✽✵
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❈✳▼✳ ❋♦rt✉✐♥ ✫ P✳❲✳ ❑❛st❡❧❡②♥✱ ❖♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧ ✿ ■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ P❤②s✐❝❛ ✺✼✱ ✺✸✻✲✺✻✹✱ ✶✾✼✷✳
❬✷❪ ❍✳❆✳ ❑r❛♠❡rs ✫ ●✳❍✳ ❲❛♥♥✐❡r✱ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ P❛rt ■■✱ P❤②s✳
❘❡✈✳ ✻✵✱ ✷✻✸✲✷✼✻✱ ✶✾✹✶✳
❬✸❪ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛s✱ ✐♥ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❈r✐t✐❝❛❧ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❡❞✳ ❈✳ ❉♦♠❜✱ ▼✳ ●r❡❡♥ ✫ ❏✳▲✳ ▲❡❜♦✇✐t③✱ ❱♦❧✳ ✶✶✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱
▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✸✳
❬✹❪ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ▲♦♦♣ ▼♦❞❡❧s✱ ✐♥ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ▲♦✇✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ❛♥❞
◗✉❛♥t✉♠ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❊❝♦❧❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❍♦✉❝❤❡s✱ ❙❡ss✐♦♥ ▲❳❳❳■❳✱ ✷✵✵✽✳
❬✺❪ ◆✳❉✳ ▼❡r♠✐♥ ✫ ❍✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣❡t✐s♠ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ♦♥❡✲ ♦r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✼✱ ✶✶✸✸✲✶✶✸✻✱ ✶✾✻✻✳
❬✻❪ ❏✳ ❑♦♥❞❡✈✱ ❏✳ ❞❡ ●✐❡r ✫ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ❖♣❡r❛t♦r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧②
♣❛❝❦❡❞ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧✱ ❏✳ P❤②s✳ ❆ ✿ ▼❛t❤✳ ●❡♥✳ ✷✾✱ ✻✹✽✾✱ ✶✾✾✻✳
❬✼❪ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ❊①❛❝t ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ O(n) ♠♦❞❡❧s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✹✾✱ ✶✵✻✷✲✶✵✻✺✱ ✶✾✽✷✳
❬✽❪ ❉✳ ❈❤❡❧❦❛❦ ✫ ❙✳ ❙♠✐r♥♦✈✱ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✷❉ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛r❳✐✈ ✿✵✾✶✵✳✷✵✹✺
❬✾❪ ❍✳ ❉✉♠✐♥✐❧✲❈♦♣✐♥ ✫ ❙✳ ❙♠✐r♥♦✈✱ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ❡q✉❛❧s√
2 +
√
2✱ ❛r❳✐✈ ✿✶✵✵✼✳✵✺✼✺
❬✶✵❪ ❍✳◆✳❱✳ ❚❡♠♣❡r❧❡② ✫ ❊✳❍✳ ▲✐❡❜✱ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✬ ❛♥❞ ❵❝♦❧♦✉r✐♥❣✬ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ♣❧❛♥❛r ❧❛tt✐❝❡s ✿ s♦♠❡ ❡①❛❝t
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❵♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✬ ♣r♦❜❧❡♠✱ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆ ✸✷✷✱ ✷✺✶✲✷✽✵✱ ✶✾✼✶✳
❬✶✶❪ ❱✳ P❛sq✉✐❡r ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞
t❤❡♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✸✸✵✱ ✺✷✸✲✺✺✻✱ ✶✾✾✵✳
❬✶✷❪ ❈✳ ●♦♠❡③✱ ▼✳ ❘✉✐③✲❆❧t❛❜❛ ✫ ●✳ ❙✐❡rr❛✱ ◗✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✻✳
❬✶✸❪ P✳ ❉✐ ❋r❛♥❝❡s❝♦✱ P✳ ▼❛tt❤✐❡✉ ✫ ❉✳ ❙é♥é❝❤❛❧✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✼✳
❬✶✹❪ ❱✳ P❛sq✉✐❡r✱ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❉②♥❦✐♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇
✷✽✺✱ ✶✻✷✲✶✼✷✱ ✶✾✽✼✳
✽✶
❬✶✺❪ ❆✳ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐✱ ❱❛❝✉✉♠ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✐♥ ❱❡rt❡① ❖♣❡r❛t♦rs
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s✱ ❊❞s✳ ❏✳ ▲❡♣♦✇s❦②✱ ❙✳ ▼❛♥❞❡❧st❛♠ ✫ ■✳ ❙✐♥❣❡r✱ P✉❜❧✳ ▼❛t❤✳
❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❙♣r✐♥❣❡✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✹✺✶✱ ✶✾✽✺✳
✽✷
❈❤❛♣✐tr❡ ■❱
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❋♦rt✉✐♥✲❑❛st❡❧❡②♥ ❬✶❪✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ② ♣❡♥s❡r ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
O(n)✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s x ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭■■■✳✸✮✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡
✭♦✉ ♣❧✉tôt ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✐❧✉é✮✱ ♦ù x ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝♦✉♣❧é à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r r❡❧❡✈❛♥t✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r r❡❧❡✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❥✉st❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜♥❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ x ♣♦✉r ✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ x > xc ❢❛✐t ❧✬❛✛❛✐r❡✳ ❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ss✐ q✉❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❛❝❝ès ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s
❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❝❛rré ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✳ ▲❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s
♣❛✈❛❣❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡tt❡s
❡t
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥st❛♥t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
x ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ✐❝✐✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡❧❡✈❛♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ x✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t s❡
❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ s❡ ❝♦✉♣❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s
❛✉ ❜♦r❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥♦♠èr❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
❞❡♥s❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
t♦t❛❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞✐❧✉é❡s✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡①✐st❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✉❜t✐❧✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ ✈❛ ❞é❥à ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❬✷❪✳
✽✸
■❱✳✶ ◗✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❄
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à Q ét❛ts s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ✉♥
❜♦r❞✳ ❆✉ ❜♦r❞✱ ❧❡s s♣✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐❜r❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉
❜♦r❞ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♦ù ❧❡s s♣✐♥s s♦♥t r❡str❡✐♥ts à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs {1, . . . , Q1} ⊂
{1, . . . , Q}✳ ❊♥ ré♣ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❋♦rt✉②♥✲❑❛st❡❧❡②♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
■■■✳✷✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s{
boucle dans le volume : n =
√
Q
boucle qui touche la surface : n1 = Q1/
√
Q
✭■❱✳✶✮
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s✐ ♦♥ ♣❡♥s❡ ❛✉① ❜♦✉❝❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡
♣♦✐❞s n1 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s s♣✐♥s S
α✱ α ∈ {1, . . . , n1} ⊂
{1, . . . , n}✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ O(n) à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ O(n)→ O(n1)×O(n− n1)✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à ❞❡s n ♦✉ Q
❝♦♥t✐♥✉s✳ ❆ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ n1 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s ❞❡ ❜♦r❞ s✉✐✈❛♥t❡s
1+α
2
❡t
1−α
2
❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ 1+α2 ❡t
1−α
2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ●râ❝❡ à ❝❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐
t♦✉❝❤❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛rq✉é❡s s♦✐t ♣❛r ✉♥ r♦♥❞✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝❛rré✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ❞❡✉① à
❧❛ ❢♦✐s✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ✉♥ r♦♥❞ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ n1✱ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r
❋✐❣✳ ■❱✳✶ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ❢❡r♠é❡s ❞❛♥s ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s n✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❞✬✉♥ r♦♥❞ ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s n1 ❡t ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
♠❛rq✉é❡s ❞✬✉♥ ❝❛rré ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s n− n1✳
✉♥ ❝❛rré ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s n − n1✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ α = 0✱ ❧❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s ❛✈❡❝ ❧❡ r♦♥❞ ❡t ❧❡ ❝❛rré
✽✹
♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❛❧♦rs n1+(n−n1) = n✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ▼❛✐s q✉❛♥❞ α 6= 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉✐✈❛♥t✳
α = 0α = −1 α = 1
◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐❝✐✱ ♠❛✐s ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♦♥t été
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆♥s❛t③ ❞❡ ❇❡t❤❡ ❞❛♥s ❬✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼❪✱ ❡t ❞❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s
♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❬✷❪✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶ ❡st ❛tt✐ré
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s ❞❡ ❜♦r❞ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s
❛✈❡❝ ✉♥ r♦♥❞ ✭s✐ α > 0✮✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛rré ✭s✐ α < 0✮✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t r❡❧✐é❡s
♣❛r ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té très s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛♥❣❡r n1 ❡♥ n− n1 ❡t ❧❡s r♦♥❞s ❡♥ ❝❛rrés✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛r❣✉♠❡♥t❡r q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ α ❛✉ ♣♦✐♥t α = 0 ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
♣r✐♠❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ h1,3 ✭✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑❛❝ ✭■■■✳✶✸✳❜✮✮✱ ❡t q✉❡ ❝❡t
♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ✿ h1,3 < 1 ❞ès q✉❡ −2 < n < 2✳
■❱✳✷ ❆❧❣è❜r❡s 1BTL ❡t 2BTL
❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲
▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s 1BTL ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✱ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✽❪✳ ❈♦♠♠❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺✮✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥és✱ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s
❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦rés ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ✭✉♥ r♦♥❞✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ s✉r ✹ s✐t❡s
P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
1 = ✳ ✳ ✳
N
b1 = ✳ ✳ ✳
N
ei = ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
N
i i+1
✭■❱✳✷✮
❡t ❧❡s ♠❛rq✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♦ù ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❊❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❢♦r❝é♠❡♥t s✉r ✉♥ ❧✐❡♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❢♦r♠é ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❥✉sq✉✬à t♦✉❝❤❡r ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛rq✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ✿
❞❡✉① ♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❧✐❡♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❞✉✐t❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛rq✉❡✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡
♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐❞s n ♦✉ n1 s❡❧♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣♦rt❡ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❝❡❧❛ ❛✈❡❝
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
b21 = b1 ✭■❱✳✸❛✮
e1 b1 e1 = n1 e1 ✭■❱✳✸❜✮
b1 ei = ei b1 si i ≥ 2 ✭■❱✳✸❝✮
✽✺
q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭■■■✳✶✽✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
× = = nn1
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s✉r N s✐t❡s 1BTLN (n, n1) ❡st ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡✮
d1BTLN =
(
2N
N
)
. ✭■❱✳✹✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t n1 s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s 1BTLN (n, n1) s♦♥t s❡♠✐✲
s✐♠♣❧❡s✱ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TLN (n)
✭s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♥t✐♠❛rq✉❡ b¯1✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ b1 b¯1 = b¯1 b1 = 0 ❡t b¯
2
1 = b¯1
✳ ✳ ✳
N
= b¯1 = 1− b1 = ✳ ✳ ✳
N
− ✳ ✳ ✳
N ✭■❱✳✺✮
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ q✉✐ ♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♥t✐♠❛rq✉❡ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s n− n1✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ 1BTL ♣♦✉r n ❡t n1 ❣é♥ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ k ❞❡
❧✐❣♥❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t✱ ❡t q✉❛♥❞ k > 0 ♦♥ ❞♦✐t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡r s✐ ❧❛
❧✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♠❛rq✉é❡ ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Vk ❡t Vk ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ N = 4
V4 =
{ } V2 =



 V0 =




V2 =



 V4 =
{ }
▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t
dim (Vk) = dim (Vk) =
(
N
N−k
2
)
✭■❱✳✻✮
q✉❛♥❞ k ❡tN ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✱ 0 s✐♥♦♥✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL ❡t s❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✈♦♥t ♥♦✉s s❡r✈✐r
à ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ✜❣✉r❡
■❱✳✶✮✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛rq✉❡s✱ q✉✬♦♥
♥♦t❡r❛ 2BTL✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✭■❱✳✼✮✱
❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛rq✉❡✱ q✉✐ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛❣✐t s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
b2 = ✳ ✳ ✳
N ✭■❱✳✼✮
✽✻
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛rq✉❡ ✈ér✐✜❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ✭■❱✳✸✮
b22 = b2 ✭■❱✳✽❛✮
eN−1 b2 eN−1 = n2 eN−1 ✭■❱✳✽❜✮
b2 ei = ei b2 si i ≤ N − 2 ✭■❱✳✽❝✮
▲❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ ♣♦rt❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛rq✉❡ ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ n2✳ ❈❡tt❡
❛❧❣è❜r❡ ✈❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s s❡r✈✐r à ét✉❞✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❞✐✛ér❡♥t❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ 1BTL à 2BTL ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ 2BTL ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡ à ❝❡ st❛❞❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❡♥ ❡✛❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞✉ t②♣❡
q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛rq✉❡ b1 ❡t ❧❛ ♠❛rq✉❡ b2✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱
❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s✳ ❖♥
♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❞♦♥♥❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣♦✐❞s n12 à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
= (n12)
2
❝❡ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
 ∏
i impair
ei



∏
i pair
ei

 b1 b2

 ∏
i impair
ei

 = n12

 ∏
i impair
ei

 ✭■❱✳✾✮
❖♥ ❛ s✉♣♣♦sé ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s N ét❛✐t ♣❛✐r✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✬✉♥ q✉♦t✐❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡
❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s q✉❛♥❞ N ❡st ✐♠♣❛✐r ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬♦♥ ♥❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡♥
❢❛✐s❛♥t t♦✉❝❤❡r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛✐r✱
♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞♦♥♥é à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❢❛✐t ✉♥ ❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞r♦✐t✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s N ♣❛✐r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ 2BTLN (n, n1, n2, n12) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s k✱ ❡t s✐ k > 0✱
♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ✭♠❛rq✉é❡ ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉é❡ ♣♦✉r b1✮ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
❧❛ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ✭♠❛rq✉é❡ ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉é❡ ♣♦✉r b2✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s V0✱
Vk Vk Vk Vk ✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ 2BTL ② ❡st ét✉❞✐é❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳ ▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✾✱ ✶✵❪ tr❛✐t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❛❧❣è❜r❡✳
✽✼
■❱✳✸ ❖♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❡t ❧✐❣♥❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷❪✱ q✉✐ ❛ ✐♥✐t✐é
❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥s✐st❡✱
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s✱ ❡♥ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ Φ(n1) q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✭♥♦♥✲♠❛rq✉é❡✮ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
n1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■■■✳✹ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ s✉r
❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL
TN = b1
∏
i pair
(1 + ei)
∏
i impair
(1 + ei) ∈ 1BTLN (n, n1) ✭■❱✳✶✵✮
q✉✐ ❣é♥èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✶✮✱ q✉✐ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❞ès
q✉✬❡❧❧❡ t♦✉❝❤❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ r✐❡♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ s✉r
❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t ✿ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞r♦✐t ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é ❧❡ r✉❜❛♥ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡♣rés❡♥té❡
s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ■❱✳✷✳
n
n
n
n
n1
Φ(n1)
❋✐❣✳ ■❱✳✷ ✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦♥
♠❛rq✉é❡ à ❞r♦✐t❡✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Φ(n1) ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✷❪ à ♣❛rt✐r ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❬✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼❪✱ ❡t ♣❛r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭■❱✳✶✵✮
Φ(n1) = Φr1,r1 ♦ù n1 =
sin ((r1 + 1)γ)
sin r1γ
et n = 2 cos γ ✭■❱✳✶✶✮
❛✈❡❝ γ ∈ (0, π) ❡t r1 ∈ (0, π/γ)✱ ❡t ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ Φr1,r1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❑❛❝ ✭■■■✳✶✸✳❜✮✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❛ss♦❝✐é à Φr1,r1 ❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❡st ❢♦r♠é ♣❛r t♦✉s ❧❡s
✽✽
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ n ❡t n1✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Ψ1,1+k q✉✐ ❝ré❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s q✉✐ s❡
♣r♦♣❛❣❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ s②tè♠❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✻✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ Ψ1,2 ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡
✭■■■✳✷✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ❧✐❣♥❡s
Ψ1,2
×
Ψ1,2
=
Ψ1,1
⊕
Ψ1,3
❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ Φr1,r1 ❡t Ψ1,2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t
✭■■■✳✷✻✮ q✉✐ ❞é✜♥✐t Ψ1,2✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬✶✶✱ ✶✷❪
Φr1, r1 × Ψ1,2 = Φr1, r1+1 + Φr1, r1−1 ✭■❱✳✶✷✮
❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❛ ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡✳ ▲❡ ♣❧✉s r❡❧❡✈❛♥t ❡st Φr1, r1+1✱ ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡st ♠❛rq✉é❡✳ ▲❡
♠♦✐♥s r❡❧❡✈❛♥t ❡st Φr1, r1−1✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡st ❛♥t✐♠❛rq✉é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡❧❛
❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡
Φr1, r1
×
Ψ1,2
=
Φr1, r1+1
⊕
Φr1, r1−1
❊♥ rés✉♠é✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✷✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ à
❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❛rq✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ ✿
1BTL ❱✐r❛s♦r♦
♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c
♣♦✐❞s ❛✉ ❜♦r❞ n1 ❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❑❛❝ hr1, r1
V0 Vr1,r1
Vk Vr1, r1+k
Vk Vr1, r1−k
❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡s à ❧❛ ❢♦✐s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✈✐❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t s❛✈♦✐r ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs B.C.C. ✿ ✏Φr1, r1 × Φr2, r2✑✳ ❆✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✬❛ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥✉❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ✭■❱✳✶✷✮✳ ❖♥
♥✬❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡
à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ❡t ❡ss❛②❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✽✾
■❱✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉✳
❖♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✳ Φ(n1) ❡t Φ(n2)✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❝♦♥❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ r✐❡♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❝❡tt❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▼❛✐s
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ q✉✐ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t q✉✐ ❡st
❝r✐t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❢✉s✐♦♥ ❛ ✉♥ s❡♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❡❧❧❡ ❞♦✐t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉
♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈✳ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❡♥
❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n1 ❡♥ n2✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✸❪✳ ▲✬✐❞é❡
❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥ ❥♦✉❛♥t ❛✈❡❝
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜t✐❧✐té ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉
s❡❝t❡✉r s❛♥s ❧✐❣♥❡s ✭k = 0✮✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
■❱✳✹✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ tr❛❝❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛r❞② ✭■■✳✼✻✮ ♣r♦✈❡♥❛✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❞❡✉①
❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♠❡♥❡r ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ e−
π
L(L0− c24)
s✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ ✐♥séré ❡♥tr❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡
❜♦r❞ ❞r♦✐t✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ tr❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❈❛r❞② ✭■■✳✼✻✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❧✬ét❛t✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ tr❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡
❝♦♥t❡♥t❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✭♥♦♥ ♠❛rq✉é❡s✮✳ ▲❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ T × L ✭T ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✭❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✮ q✉✐ s♦♥t ❣é♥érés ♣❛r
❧❛ T ✲è♠❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭■■■✳✶✾✮ ✿ (TL)
T ✳ ❖♥ ✈❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡ ❤❛✉t ❡t ❧❡ ❜❛s ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❢❡r♠❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r n ❛✉
♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❚r❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ♣❡✉t êtr❡ éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳
▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ A ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TL ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡
❤❛✉t ❡t ❧❡ ❜❛s ❞❡ A✱ s✐ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣♦✐❞s n à ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬ét❡♥❞
♣❛r ❧✐♥é❛r✐té à t♦✉t❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❧à ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
TrA ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t A ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳
TrA =
∑
k≥0
Dk trVk (A) ✭■❱✳✶✸✮
✾✵
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Dk s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ D0 = 1✱ D1 = n✱
D2 = n2 − 1✱ D3 = n(n2 − 2)✱ ❡t❝✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st
Dk = sin ((k + 1)γ)
sin γ
✭■❱✳✶✹✮
❇✐❡♥ sûr✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Vk ❡st ♥✉❧❧❡ s✐ k ❡t N ♥✬♦♥t ♣❛s
❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛r✐té✱ ♦✉ s✐ k > N ✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■❱✳✶✸✮ ❡st
❝♦rr❡❝t❡ ✿
❚r =
∑
k=0,2,4
trVk = D0.(1) + D2.(1) + D4.(0) = n2
▲❡s ❛❧❣è❜r❡s 1BTL ❡t 2BTL ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞♦té❡s ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉✬❡♥ ✭■❱✳✶✸✮✱ ❝❡s tr❛❝❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡s tr❛❝❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s é✈❛❧✉é❡s
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Vk ✱ Vk ✱ ❡t❝✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r 1BTL ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
TrA = trVk (A) +
∑
k≥1
Dk trVk (A) +
∑
k≥1
Dk trVk (A) ✭■❱✳✶✺✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Dk ❡t Dk ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❬✷✱ ✶✵❪✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❈❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r 1BTL s♦♥t
Dk =
sin ((r1 + k)γ)
sin (r1γ)
✭■❱✳✶✻❛✮
Dk =
sin ((−r1 + k)γ)
sin (−r1γ) ✭■❱✳✶✻❜✮
❡t ♣♦✉r 2BTL
Dk =
sin ((r1 + r2 − 1 + k)γ) sin γ
sin (r1γ) sin (r2γ)
✭■❱✳✶✼❛✮
Dk =
sin ((r1 − r2 − 1 + k)γ) sin γ
sin (r1γ) sin (−r2γ) ✭■❱✳✶✼❜✮
Dk =
sin ((−r1 + r2 − 1 + k)γ) sin γ
sin (−r1γ) sin (r2γ) ✭■❱✳✶✼❝✮
Dk =
sin ((−r1 − r2 − 1 + k)γ) sin γ
sin (−r1γ) sin (−r2γ) ✭■❱✳✶✼❞✮
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭■❱✳✶✸✮
❡t ✭■❱✳✶✺✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r L ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✭✐✳❡✳ s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❛✉
❜♦r❞✮ ❡st
Z(L, T ) = Tr
[
(TL)
T
]
✭■❱✳✶✽✮
❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭■❱✳✶✺✮ ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t❛✐❧❧❡✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✾✶
■❱✳✹✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭■❱✳✶✽✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
trVk
[
(TL)
T
]
✭■❱✳✶✾✮
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ♣♦✉r 1BTL ❡t 2BTL✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ L→∞ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st r❡❧✐é ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ r✉❜❛♥ e−
π
L(L0− c24)
λ
(k)
L,i = exp
[
−Lfvolume − fbord − π
L
(
h
(k)
i −
c
24
)
+ . . .
]
✭■❱✳✷✵✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s λ
(k)
L,i s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ TL ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Vk ❡t ❧❡s h(k)i
s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❞❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ fvolume ❡t fbord s♦♥t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❜♦r❞✱ q✉✐ s♦♥t ❡①t❡♥s✐✈❡s ❡t ♥♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
✭■❱✳✶✾✮ ✈♦♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡
trVk
[
(TL)
T
]
≃
L→∞
e−Lfvolume−fbord trV1,1+k
(
qL0−
c
24
)
✭■❱✳✷✶✮
♦ù q = e−
πT
L ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✭■❱✳✶✽✮ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
ZCFT
Z(L, T ) = e−LT fvolume−T fbord ZCFT ✭■❱✳✷✷✮
♦ù ZCFT ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✭✐✳❡✳ s❛♥s ♠❛rq✉❡s✮✱ ♣❛r
ZCFT =
∑
k≥0
Dk trVΨk
(
qL0−
c
24
)
✭■❱✳✷✸✮
❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❤ér✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭■❱✳✶✸✮✳ ❈❡❝✐ s✬ét❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à 1BTL ❡t 2BTL✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❝♦♥❢♦r♠❡s
Kk(q) = trVΨk
(
qL0−
c
24
)
✭■❱✳✷✹✮
P♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✸✱ ✶✹❪✮✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Vk ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲
▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ VΨk = V1,1+k/V1,−1−k✱ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡st
Kk(q) =
q−c/24
P (q)
(
qh1,1+k − qh1,−1,−k
)
✭■❱✳✷✺✮
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ P (q) =
∏
p≥1(1− qp)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r 1BTL ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ ❡t s❛ ❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ❣é♥èr❡♥t k ❧✐❣♥❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
✾✷
❛✐♥s✐ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Φr1, r1±k✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r 1BTL s♦♥t ❞♦♥❝ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✷❪✮
K0(q) =
q−c/24
P (q)
qhr1, r1 ✭■❱✳✷✻❛✮
Kk(q) =
q−c/24
P (q)
qhr1, r1+k ✭■❱✳✷✻❜✮
Kk(q) =
q−c/24
P (q)
qh−r1,−r1+k ✭■❱✳✷✻❝✮
♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s n ❡t n1 s♦♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r n = 2 cos γ
❡t n1 =
sin((r1+1)γ)
sin(r1γ)
✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ♣♦✉r 2BTL s♦♥t ❞ér✐✈és ❞❛♥s ❬✸❪
K0(q) =
q−c/24
P (q)
∞∑
n=−∞
qhr12−2n, r12 ✭■❱✳✷✼❛✮
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qhr1+r2−1−2n, r1+r2−1+k ✭■❱✳✷✼❜✮
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qh−r1+r2−1−2n,−r1+r2−1+k ✭■❱✳✷✼❝✮
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qhr1−r2−1−2n, r1−r2−1+k ✭■❱✳✷✼❞✮
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qh−r1−r2−1−2n,−r1−r2−1+k ✭■❱✳✷✼❡✮
♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s
n = 2 cos γ n1 =
sin ((r1 + 1)γ)
sin(r1γ)
n2 =
sin ((r2 + 1)γ)
sin(r2γ)
n12 =
sin
(
(r1 + r2 + 1− r12)γ2
)
sin
(
(r1 + r2 + 1 + r12)
γ
2
)
sin(r1γ) sin(r2γ)
✭■❱✳✷✽✮
▲❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ♣♦✐❞s n12 ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞
❞r♦✐t ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✸✮ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡s ❜♦✉❝❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❧✐❣♥❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ k = 0✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ n12 ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s
❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ✭■❱✳✷✼✮ ❞ès q✉❡ k > 0✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r k = 0✳
■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r ❛✉ss✐ q✉❡ K0 ✭■❱✳✷✼✳❛✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ n1 ❡t n2 s❡✉❧❡♠❡♥t ✈✐❛ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
✭■❱✳✷✽✮✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r1 ❡t r2✳
■❱✳✹✳✸ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛rq✉é❡s
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✐❝✐ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ■■✳✽ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞✮✳
✾✸
nn12
n
n1
n2
Φ(n1, n2, n12)
❋✐❣✳ ■❱✳✸ ✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s n1 ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ t♦✉❝❤❛♥t ❧❡ ❜♦r❞
❣❛✉❝❤❡✱ n2 ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ t♦✉❝❤❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞r♦✐t✱ ❡t n12 ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❧❡s ❞❡✉①
❜♦r❞s✳
P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❬✸❪✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s n1 ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ✈❛✉t
sn,n1 = − log

(2g)− 14 sin r1γg
sin r1γ
(
sin γ
sin γg
) 1
2

 ✭■❱✳✷✾✮
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✽✱ ❝❡tt❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❝❝♦r❞
❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭■❱✳✷✾✮ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✹✮✳
0
0
0
1
10.5 1.5
2
2
8
6
4
n1
s n
,n
1
n = 0.5
n = 0.75
n = 1
n = 1.25
n = 1.5
n = 1.75
CFT result
❋✐❣✳ ■❱✳✹ ✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s
✭❞✬❛♣rès ❬✶✺❪✮✳
✾✹
■❱✳✺ ❘❡str✐❝t✐♦♥s ❘❙❖❙
▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐ts ❡♥ ✭■❱✳✷✺✮✱ ✭■❱✳✷✻✮ ❡t ✭■❱✳✷✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡t ❞❡ s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ♠❛rq✉❡s✳
▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n✱ n1✱ n2 ♦✉ n12 ♣r❡♥♥❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❣é♥ér✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ▲❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❘❙❖❙ ✭❘❡str✐❝t❡❞ ❙♦❧✐❞
❖♥ ❙♦❧✐❞✮ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳
hA
hB
TL
0 1 2 . . . L
h
h
1
2
✳✳✳
m
0 1 2 L. . .
❋✐❣✳ ■❱✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❝❛rré✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞ A ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ hA ∈ {1, . . . ,m}✳ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ✈♦✐s✐♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉✱
|hA − hB| = 1✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt TL q✉✐ ❣é♥èr❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❣✐t s✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s hi✱
i = 1, . . . , L✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❝❛rré ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✺✮✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉✱
♦♥ ❛ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r h ∈ {1, . . . ,m}✳ ❙✐ ❞❡✉① s✐t❡s A ❡t B s♦♥t ✈♦✐s✐♥s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
|hA − hB| = 1✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡ r✉❜❛♥
♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✭■■■✳✶✾✮✱ ♦ù ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
n = 2 cos
(
π
m+ 1
)
✭■❱✳✸✵✮
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ sûr à ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❘❙❖❙
s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ ❛❣✐t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❛✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❘❙❖❙✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s✱ s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ♣♦✉r
✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é✳
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ s❛♥s ♠❛rq✉❡✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞
gauche : h0 = 1 + k droite : hL = 1 ✭■❱✳✸✶✮
✾✺
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉♦t✐❡♥t 〈k〉 q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭■■■✳✷✾✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
0← Vk ← V2(m+1)−2−k ← V2(m+1)+k ← · · · ← V2p(m+1)−2−k ← V2p(m+1)+k ← . . . ✭■❱✳✸✷✮
♦ù t♦✉s ❧❡s Vk s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TL✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❖❙
Z(h0 = 1 + k, hL = 1) =
q−c/24
P (q)
[(
qh1,1+k − qh1,−1−k
)
−
(
qh1,1+2(m+1)−2−k − qh1,−1−2(m+1)+2+k
)
+
(
qh1,1+2(m+1)+k − qh1,−1−2(m+1)−k
)
− . . .
]
✭■❱✳✸✸✮
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ❬✶✽❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
χr,s =
q−c/24
P (q)
∑
p∈Z
(
qhr, s+2(m+1)p − qhr,−s+2(m+1)p
)
✭■❱✳✸✹✮
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
Z(h0 = 1 + k, hL = 1) = χ1,1+k ✭■❱✳✸✺✮
❈❡ rés✉❧t❛t ❛♣♣❛r❛ît à ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞r♦✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✾❪✳
▼♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ ❡t 1BTL✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
✭■❱✳✶✵✮ ❞❛♥s 1BTL s♦♥t
gauche :
{
h0 = r1
h1 = r1 + 1
droite : hL = r1 + k ✭■❱✳✸✻✮
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r1 + k ≤ m✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❝✐✱ r1 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❖❙
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ 〈k, 〉 q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
〈k, 〉 = Vk /Im
(
V2(m+1)−2r1−k ∪ V2r1+k
)
❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
Vk V2(m+1)−2r1−k
V2r1+k
V2(m+1)+k
V2(m+1)−k
V4(m+1)−2r1−k
V2(m+1)+2r1+k
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✭■❱✳✸✼✮
❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭s✉r rés❡❛✉✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ✭♦✉ ❋❡✐❣✐♥✲❋✉❝❤s✮ ❬✶✽❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ Vk ❡t Vk ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❱❡r♠❛ Vr1, r1+k ❡t Vr1, r1−k r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ✭♦✉ ❋❡✐❣✐♥✲❋✉❝❤s✮
Vr1,r1+k Vr1,−r1−k+2(m+1)
Vr1,−r1−k
Vr1,r1+k+2(m+1)
Vr1,r1+k−2(m+1)
Vr1,−r1−k+4(m+1)
Vr1,r1−k−2(m+1)
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳
✭■❱✳✸✽✮
✾✻
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ 〈k, 〉 ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ χr1,r1+k✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
Z
(
h0 = r1
h1 = r1 + 1
, hL = r1 + k
)
= χr1,r1+k ✭■❱✳✸✾✮
▼♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ ❡t 2BTL✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡
❘❙❖❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r h ✜①é❡
s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛♥❣é❡ ❛✉ ❜♦r❞✱ ♦✉ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s r❛♥❣é❡s✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♣♦✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❙❖❙ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✶✹❪✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ 1BTL ♦✉ 2BTL ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐❝✐✳ ▲✬❛♥♥❡①❡ tr❛✐t❡
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s 1BTL ❡t 2BTL✱
♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❙❖❙ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✶✹❪✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡✮
Z(h0 = a1, hL = a2) =
min(a1+a2−2, 2m−a1−a2)∑
n=|a1−a2|
n=a1+a2 mod 2
χ1,1+n ✭■❱✳✹✵❛✮
Z
(
h0 = r1
h1 = r1 ± 1 , hL = a2
)
= χd1,a2 ✭■❱✳✹✵❜✮
Z
(
h0 = r1
h1 = r1 ± 1 ,
hL−1 = r2 ± 1
hL = r2
)
=
min(d1+d2−2, 2m−2−d1−d2)∑
n=|d1−d2|
n=d1+d2 mod 2
χ1+n,1 ✭■❱✳✹✵❝✮
♦ù d1 = min(r1, r1±1) ❡t d2 = min(r2, r2±1)✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣ré✲
té❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ φ1,a ❡t φd,1 ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉①
❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❞✐ts ❞❛♥s ❬✶✾❪✳
■❱✳✻ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❳❳❩
❚♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t r❡♣♦s❛✐t s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛rq✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❛té♥❡r✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡
Uq[SU(2)]✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❡sq✉✐ss♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✈❡❝ ♠❛rq✉❡ 1BTL✳
✾✼
◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Uq[SU(2)]✳
▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡st très r✐❝❤❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✸✱ ✷✵✱ ✷✶❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
♥✬❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♥❣✉❧❡t q✲❞é❢♦r♠é
|s〉 = q−1/2 |↑↓〉 − q1/2 |↓↑〉 ✭■❱✳✹✶✮
q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ s✐♥❣✉❧❡t SU(2)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q → 1 ✭✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐sé✮✳
◗✉❛♥❞ ♦♥ tr❛♥s♣♦s❡ ❝❡t ét❛t✱ q ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦r♠❡❧✱ ❡t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡
❝♦♥❥✉❣✉é
〈s| = q−1/2 〈↑↓| − q1/2 〈↓↑| ✭■❱✳✹✷✮
❖♥ ✈♦✐t q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ 〈s|s〉 = q + q−1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♣✐♥
({↑, ↓})⊗L✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡
ei = |s〉 〈s|i,i+1 ✭■❱✳✹✸✮
❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ✭♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé✮ s✉r ❧❡ s✐♥❣✉❧❡t ♣♦✉r ❧❡s s♣✐♥s ✈♦✐s✐♥s i ❡t i + 1✳ ❈❡s ♣r♦❥❡❝✲
t❡✉rs ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭■■■✳✶✼✮✱ ✐❧s ❣é♥èr❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ({↑, ↓})⊗L ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (1/2)⊗L ❞❡ Uq [SU(2)] ✭♦ù (1/2) ❡st
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ 1/2 ♣♦✉r ❝❡ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜
♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ Uq [SU(2)] ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡
TLL(q+ q
−1) ⊗ Uq [SU(2)] ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ (1/2)⊗L ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡
❙❝❤✉r✲❲❡②❧✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♣✐♥ (1/2)⊗L✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TL✱ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡
(1/2)⊗L =
L⊕
k=0
k=L mod 2
(k + 1)Vk ✭■❱✳✹✹✮
♦ù ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés (k + 1) q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡
Uq [SU(2)] ❞❡ s♣✐♥ k/2✳
▲❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ei ✭■❱✳✹✸✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❳❳❩ ❬✶✸❪✳
HXXZ =
q + q−1
2
(L− 1) − 2
L−1∑
i=1
ei
=
L−1∑
i=1
[
σxi σ
x
i+1 + σ
y
i σ
y
i+1 +
q + q−1
2
σzi σ
z
i+1
]
+
q − q−1
2
[σz1 − σzL] ✭■❱✳✹✺✮
▲❛ s♦♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♣✐♥s s✉❝❝❡ss✐❢s
H ∝ ~Si · ~Si+1✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s❡❧♦♥ z✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st ❞û à ❧❛ s②♠étr✐❡ Uq [SU(2)]
❞❡ ❝❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ◗✉❛♥❞ q + q−1 < 2 ❝❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❤❡r♠✐t✐❡♥✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ HXXZ
❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ré❡❧✳ ❖♥ s❛✐t ❬✶✸❪ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✐❞s ❝♦♥❢♦r♠❡s h
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❞❡ Ψ1,1+k✱ ♦ù j = k/2 ❡st ❧❡ s♣✐♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡
Uq [SU(2)] q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t
E(j)n − E0 ∼
L→∞
πvF
L
(
h− c
24
)
✭■❱✳✹✻✮
❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❋❡r♠✐ vF =
2π sin γ
γ ❡t E0 ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ q✉✐ ❛ ✉♥ s♣✐♥ j = 0
✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ L ❡st ♣❛✐r✮✳
✾✽
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❳❳❩ ❛✉ ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛rq✉❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♣✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❡❧ à ❣❛✉❝❤❡ ✭s✉r ❧❡ s✐t❡ i = 0✮
⇑
spin j
⊗↑ ⊗ ↓ ⊗ · · · ⊗ ↑︸ ︷︷ ︸
L
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (j)⊗ (1/2)⊗L ❞❡ Uq [SU(2)]✳ ▲❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡
Uq [SU(2)] ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ TLL(q + q
−1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
ei ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭■❱✳✹✺✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥ts ❡t ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ Uq [SU(2)]✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ✿ ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ j+1/2
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s♣✐♥s ⇑ ⊗ ↑
b =
∑
m
|j + 1/2; m〉 〈j + 1/2; m| 0,1 ✭■❱✳✹✼✮
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ei✱ b ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ✿ b
2 = b✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❈❧❡❜s❝❤✲●♦r❞❛♥ q✲❞é❢♦r♠és✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✷✶❪✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡❛
e1 b e1 =
[2j + 2]q
[2j + 1]q
e1 ✭■❱✳✹✽✮
❡t ✐❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs é✈✐❞❡♥t q✉❡ b ei = ei b s✐ i ≥ 2✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡
❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ Uq [SU(2)]✱ q✉✐ ❡st ❣é♥éré ♣❛r b ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ei✱ ❡st 1BTL ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
n1 =
[r1 + 1]q
[r1]q
❡t r1 = 1 + 2j✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❡①❛❝t ❝❡♣❡♥❞❛♥t✳
P♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs P un ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❜
P u1 = 1− b
P un+1 = P
u
n −
[−r1 − 1 + n]q
[−r1 + n]q
P un en P
u
n ✭■❱✳✹✾✮
P✉✐sq✉❡ r1 = 1+2j ❡st ❡♥t✐❡r✱ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s q✉❡ ♣♦✉r n < r1 = 1+2j✳ ❖♥ ♣❡✉t
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r P u1+2j ❡st ♥✉❧
P u1+2j = 0 ✭■❱✳✺✵✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ Uq [SU(2)]✱ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛✲
r❛îss❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ 1BTL q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ❧✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL t♦✉t ❡♥t✐èr❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐[
commutant de Uq [SU(2)] dans (j)⊗ (1/2)⊗L
]
= 1BTL/Iu1+2j ✭■❱✳✺✶✮
❛❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✲❞é❢♦r♠és
[a]q =
qa − q−a
q − q−1
❜■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♣♦✉r 1BTL ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳
✾✾
♦ù Iu1+2j ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r P u1+2j ❞❛♥s 1BTL ✭❞❛♥s 1BTL ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭■❱✳✺✵✮ ♥✬❡st
♣❛s ✈ér✐✜é❡✮✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ 1BTL/Iu1+2j s♦♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ 1BTL✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Vk /Vk+2r1 ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ Vk /V2r1−k ✭s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k ≤ r1✮✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♣✐♥ (j)⊗ (1/2)⊗L
(j)⊗ (1/2)⊗L =
min(2j+1,L)⊕
k=0
k=L+2j mod 2
(2j +1− k) [Vk /V2+4j−k] ⊕ L⊕
k=0
k=L+2j mod 2
(2j +1+ k)
[Vk /Vk+2+4j]
✭■❱✳✺✷✮
♦ù ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés 2j ± k + 1 s♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ s♣✐♥ j ± k/2 ❞❡
Uq [SU(2)]✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
HXXZ(j) =
q + q−1
2
(L− 1) − 2
L−1∑
i=1
ei − λ b ✭■❱✳✺✸✮
❛✈❡❝ λ > 0✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ HXXZ(j) ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭■❱✳✺✷✮✳
▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣♦✉r ✉♥ s♣✐♥ j′ = j ± k/2 ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
K1+2j,1+2(j−k/2) = Kk (q) − K2+4j−k(q)
=
q−
c
24
P (q)
(
qh1+2j, 1+2j−k − qh1+2j, 1+2j−2−4j+k
)
✭■❱✳✺✹✮
K1+2j,1+2(j+k/2) = Kk (q) − K2+4j−k(q)
=
q−
c
24
P (q)
(
qh1+2j, 1+2j+k − qh1+2j, 1+2j−2−4j−k
)
✭■❱✳✺✺✮
✭■❱✳✺✻✮
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
K1+2j, 1+2j′ =
q−
c
24
P (q)
(
qh1+2j, 1+2j′ − qh1+2j,−1−2j′
)
✭■❱✳✺✼✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭■❱✳✺✸✮ à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜♥✐❡ 1/β ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭■❱✳✺✷✮ ❡t ✭■❱✳✺✼✮
ZXXZ (j)(q) =
∑
j′
(2j′ + 1)K1+2j, 1+2j′(q) ✭■❱✳✺✽✮
♦ù q = e−
β π vF
L ✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ très é❧é❣❛♥t❡✱ q✉✐ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ s♣✐♥ ❛✉ ❜♦r❞ j ❡t ❧❡ s♣✐♥ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j′✳
■❧ ♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭■❱✳✺✷✮✱
à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⇑
spin j1
⊗↑ ⊗ ↓ ⊗ · · · ⊗ ↑ ⊗ ↓︸ ︷︷ ︸
L
⊗ ⇑
spin j2
✶✵✵
❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ 2BTL ✭♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✮ ❝♦♠♠❡
❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡ Uq [SU(2)] ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (j1)⊗ (1/2)⊗L ⊗ (j2)✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s tr✐✈✐❛❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡t ♦♥ s❡ ❤❡✉rt❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés t❡❝❤♥✐q✉❡s❝✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s
♣❛s ❛❜♦r❞❡r ❝❡❧❛ ✐❝✐✳
❝■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ Uq [SU(2)]✳ ▲❡
❝♦♣r♦❞✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ (j1)⊗ (1/2)
L à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ (j1)⊗ (1/2)
L+1✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❤❛❜✐t✉❡❧ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ (j1)⊗ (1/2)
⊗L⊗ (j2)
à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ (j1)⊗ (1/2)
⊗L+1 ⊗ (j2)✳
✶✵✶
✶✵✷
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❈✳▼✳ ❋♦rt✉✐♥ ✫ P✳❲✳ ❑❛st❡❧❡②♥✱ ❖♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲❝❧✉st❡r ♠♦❞❡❧ ✿ ■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ P❤②s✐❝❛ ✺✼✱ ✺✸✻✲✺✻✹✱ ✶✾✼✷✳
❬✷❪ ❏✳▲ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✼✽✽✱ ✶✸✼✲✶✻✻✱
✷✵✵✽✳
❬✸❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱
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❈❤❛♣✐tr❡❱
❚r❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❖✭♥✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)✱ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣✐♥s ❞❡st✐♥é à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r❛✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡✴❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✮
♦ù ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ nxlongueur ✳ ◗✉❛♥❞ x > xc✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❜♦✉❝❧❡s ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● s✐ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ x✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s x = xc✳ ❆ ❝❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r r❡❧❡✈❛♥t✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s
❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ✈❛ s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s ❛✈♦✐r ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✮✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡
❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣rès ❞✉ ❜♦r❞ s✐ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❛♥❞ ♦♥ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st
❞✐✛ér❡♥t s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❛❧✐❣♥és ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱
❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ♦✉ s♣é❝✐❛❧❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ■✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ O(n) ❛✉ ❜♦r❞ ✿ O(n) →
O(n1)×O(n−n1)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♣✐♥s✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E<ij> ∝
~Si · ~Sj ∝
n∑
α=1
Sαi S
α
j ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✈❛ ❞❡✈❡♥✐r ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♣✐♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ~Sb ❡t ~Sc
E<bc> = −Js

(1 + ∆) n1∑
α=1
Sαb S
α
c + (1−∆)
n∑
γ=n1+1
Sγb S
γ
c

 ✭❱✳✶✮
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉✐❡❤❧ ❡t ❊✐s❡♥r✐❡❣❧❡r ❞❛♥s ❬✶❪✳ ▲❡✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛✐t ❡♥
♣❛rt✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡rt❛✐♥s ❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ♣ré✈✉s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ✭✐s♦tr♦♣❡✮ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ P♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❞és❛❝❝♦r❞✱ ❉✐❡❤❧ ❡t ❊✐s❡♥r✐❡❣❧❡r ❛✈❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❜r✐s✉r❡
❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♣✐♥✲s♣✐♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
✶✵✺
❱✳✶ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ♠❛rq✉❡s
▲❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■■■✮✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭❱✳✶✮ ❛✉ ❜♦r❞ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
Z =
∑
conf.
[
xlongueur totale nNboucles volume
× (w )Ncontacts surface nNboucles surface1
× (w )Ncontacts surface (n− n1)Nboucles surface
]
✭❱✳✷✮
▲❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ ♥❡ t♦✉❝❤❡♥t ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡r♠❡s (β J)kSα1i1 S
α1
i2
Sα2i2 S
α2
i3
. . . Sαkik S
αk
i1
❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭■■■✳✶✮✱ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✈❡rs❡ β✳ ▲❡✉r
tr❛❝❡ ✈❛✉t xk n ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✮ ❛✈❡❝ x = βJ ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ✭❱✳✷✮✳
▲❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s s♣✐♥s ❝♦✉♣❧és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦✲
tr♦♣❡ ✭❱✳✶✮✳ P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ♦♥ sé♣❛r❡ ❧❡s n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ {1, . . . , n1} ❡t {n1 + 1, . . . , n}✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ tr❛❝❡ sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞✳ ▲❡s t❡r♠❡s (βJ)k((1+∆)Js/J)
pSα1i1 S
α1
i2
Sα2i2 S
α2
i3
. . . Sαkik S
αk
i1
✭♦ù p+1 s♣✐♥s s♦♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞✮ ♦♥t ✉♥❡ tr❛❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ (βJ)k ((1+∆) Js/J)
p n1✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ✭❱✳✷✮✱ ❛✈❡❝ w = (1 + ∆)Js/J ✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛
tr❛❝❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❛✈❡❝ w = (1−∆) Js/J ✳
▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s {1, . . . , n1} s❡r♦♥t ♠❛rq✉é❡s ✱ ❡t ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s {n1 + 1, . . . , n} s❡r♦♥t ❛♥t✐♠❛rq✉é❡s ✳ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭❱✳✶✮ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐❞s nx6✱ nx16✱ n1w x
6✱ ❡t (n − n1) (w )2 x14✳ ▲❡
♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ n2 (w ) n1 (w )
2 (n− n1)x42✳
s✉r❢❛❝❡
❋✐❣✳ ❱✳✶ ✕ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) s✉r rés❡❛✉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t s♦✐t ♠❛rq✉é❡s s♦✐t ❛♥t✐♠❛rq✉é❡s✳
✶✵✻
❱✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s❝✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡t ❞❡s s♣✐♥s✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✈❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡ss❡♠❜❧❡r à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✱ ♠❛✐s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳
❙♣✐♥s ❡t ♠❛❣♥ét✐s♠❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞✱
❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s②♠étr✐❡ O(n1)×O(n−n1) à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t n1 s♦♥t ✜①és✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ J ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s ❞❛♥s ❧❡
✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Js✱ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ∆✳ ❉❛♥s t♦✉t
❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡
J = Jc✳ ◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s q✉✬❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ❝❡ ♣♦✐♥t✳
Anisotropie ∆
Couplage isotrope Js/J
Sp.
w
w
Sp. anisotrope
Sp. a
nisot
rope
Transition ordinaire
Transition extraordinaire ( )
Transition extraordinaire ( )
❋✐❣✳ ❱✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛✉ ❜♦r❞✳ Js/J ♠❡s✉r❡ ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♣✐♥✲s♣✐♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ∆ ♠❡s✉r❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ✈♦✐r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭❱✳✶✮✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❬✶✱ ✷❪✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ■✳ ▲❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s s♣✐♥s s♦✐❡♥t ❛❧✐❣♥és✳ ❯♥❡ ❧é❣èr❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡
s♣✐♥s r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘●✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ Js/J q✉❡ s❡❧♦♥ ∆✳
✶✵✼
❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Js/J ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❡s s♣✐♥s à ❧❛
s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❛❧✐❣♥és ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■✮✳ ❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ∆ > 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s♣✐♥s
❞✬êtr❡ ❛❧✐❣♥és ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ O(n1)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❡❧❡r ❝❡ ❝❛s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①✲
tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ♠❛rq✉é❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛s ∆ < 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡
❛♥t✐♠❛rq✉é❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡s ❛♥✐✲
s♦tr♦♣❡s✱ ♦♥ tr❛✈❡rs❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs
❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥s s♣é❝✐❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡t ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❘● ✿ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡
✭❝❤❛♣✐tr❡ ■✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛❥✉sté à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡
Jsc/J ✳ P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ∆ > 0✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s O(n1) s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s
O(n−n1) ✈♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❬✶❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ Js/J ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ∆ ✿ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ∆ < 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❱✳✷✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♣é❝✐❛❧❡✱ ❧✬✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ O(n1) ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛rq✉é❡s✮
❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ O(n − n1) ✭❛♥t✐♠❛rq✉é❡s✮✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥ts✳ ❙♦✉s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘●
x 7→ (1−ǫ)x✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝♦♠♠❡ ξs 7→ (1−ǫ)ξs✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s s♣✐♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡♥♦r♠❛❧✐sé (Js/J) 7→ (1 − ǫ)y(Js/J)✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ∆ 7→ (1 − ǫ)y∆∆✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s y ❡t y∆ s♦♥t r❡❧✐é❡s ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉①q✉❡❧s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (Js/J) ❡t ∆ s♦♥t ❝♦✉♣❧és✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t ♦♥ ♣❡✉t
❛r❣✉♠❡♥t❡r ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪ q✉❡ y∆ > y✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❧✉s r❡❧❡✈❛♥t
q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ✭✐s♦tr♦♣❡✮✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
s♣é❝✐❛❧❡ ✭✐s♦tr♦♣❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ fs ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡
fs, sing q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡
fs, sing. =
1
ξs
F
(
(Js − Jsc)/J
ξys
,
∆
ξy∆s
)
✭❱✳✸✮
❙✐ Js < Jsc✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❘● ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ξ
−y
s (Js − Jsc)/J =
−1✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡
fs, sing. =
1
ξs
F
(
−1, ∆
((Jsc − Js)/J)y∆/y
)
✭❱✳✹✮
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❛✐❧❧❡✉rs✳
❈❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ∆
((Jsc−Js)/J)y∆/y = cste✳ P✉✐sq✉❡ y∆/y > 1✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞♦✐t ❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✳
❇♦✉❝❧❡s ❡t ♣♦❧②♠èr❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❱✳✷ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✮ ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❜♦♥ s♦❧✈❛♥t ✭❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡✮✳ ❈❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❝②❝❧✐q✉❡s s✉❜✐ss❡♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✭❝❤❛♣✐tr❡
■✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ✈❛r✐étés ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡s✱ ♠❛rq✉és ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉és✱ ❡t ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡s
✶✵✽
♦♥t ❞❡s ❢✉❣❛❝✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s n1 ❡t n − n1✳ ▲❡s ♣♦❧②♠èr❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s♦♥t ♠❛rq✉és ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉és✳
P♦❧②♠èr❡s ♥♦♥ ❛❞s♦r❜és ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡✮✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐étés
❞❡ ♣♦❧②♠èr❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞s♦r❜és✳ ■❧s é✈✐t❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r
❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❯♥❡ très ♣❡t✐t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✜❣✉r❡
❱✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ w ♦✉ ❞❡ w ✳
P♦❧②♠èr❡s ❛❞s♦r❜és ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡s✮✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ w ≫ 1✱ ❡t s✐ w > w ✱
❛❧♦rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st r❡❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧②♠èr❡s ♠❛rq✉és ❛❞s♦r❜és ✭✜❣✉r❡ ❱✳✸✮✳
❙✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ w ❥✉sq✉✬à ❛✈♦✐r w < w ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s
❛♥t✐♠❛rq✉és ❛❞s♦r❜és✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞ét❛❝❤❡r ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ♠❛rq✉és ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱
❝❡ q✉✐ ❝♦ût❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❤②stérés✐s✱ ❡t ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡s ❡st ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
w(w )critique
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥
✭s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✮
❆❞s♦r❜é
✭❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ❛♥✐s♦✳✮
◆♦♥ ❛❞s♦r❜é
✭♦r❞✐♥❛✐r❡✮
❋✐❣✳ ❱✳✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❱✳✷ ✿ w ✈❛r✐❡ ❛❧♦rs q✉❡ w ❂✵✳ ▲❛
s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❜♦✉❝❧❡s ♠❛rq✉é❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡
s♦♥t ❡♥ ♥♦✐r✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✮✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ w ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s
♣♦❧②♠èr❡s ❛♥t✐♠❛rq✉és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞s♦r❜és✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ w ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♦ù ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ♠❛rq✉és s♦♥t ♥♦♥✲❛❞s♦r❜és à ❝❡❧❧❡ ♦ù ✐❧s s♦♥t ❛❞s♦r❜és ✭✜❣✉r❡
❱✳✸✮✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✱ ❧❡s ♣♦❧②♠èr❡s ♠❛rq✉és s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ ✐❧s
s✉❜✐ss❡♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬❛❞s♦r♣t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❡s
❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t r❡ss❡♥t✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ♠❛rq✉és
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣s q✉✐ s♦♥t ❛tt✐rés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
✶✵✾
❱✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦✲
tr♦♣❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭❆♥s❛t③ ❞❡ ❇❡t❤❡✮ ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❛♥❛❧②s❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉ ✐❝✐✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ rés❡❛✉
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭♣♦✉r
✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡✮✳ ❉❡s ♣♦✐♥ts ✐♥té❣r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦♥t
été ✐❞❡♥t✐✜és ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à 2❉ à ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉
❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s♣é❝✐❛❧❡ ✭❞✬❛❜♦r❞
✐s♦tr♦♣❡ ♣✉✐s ♠❛rq✉é❡ ♦✉ ❛♥t✐♠❛rq✉é❡✮✳
❈❛s ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ∆ = 0✱ ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s♣é❝✐❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
ré❢ér❡♥❝❡s ❬✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶❪✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣❛ss❡
❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ à ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té Ψ1,1 ✭❧✬✐❞❡♥t✐té ❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ L−1Ψ1,1 = 0✮✳
Ψ1,1❖r❞✳ ❖r❞✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡st Ψ2,1✳ ■❧ ❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ 2✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r à ✉♥❡ ♣❛tt❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❛♣♣❛r❛ît
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✬✉♥ ♣♦❧②♠èr❡ ❡st ❛❞s♦r❜é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡
♠♦✐t✐é é✈♦❧✉❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶✶❪✮✳
Ψ2,1❊①tr✳ ❖r❞✳
✶✶✵
▲✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à s♣é❝✐❛❧❡ ❡st Ψ1,2 ✭✈♦✐r ❬✾✱ ✶✵❪✮✳ ■❧ ❛ ✉♥ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 2✳
Ψ1,2❙♣✳ ❖r❞✳
❖♥ ♣❡✉t ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦✉ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❡r ❛✈❡❝
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs à k ♣❛tt❡s Ψ1+k,1✱ q✉✐ ❣é♥èr❡♥t k ❧✐❣♥❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ s♣é❝✐❛❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ Ψ2,1 ×Ψ1,2 ×Ψ1,2✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Ψ2,3
Ψ1,2❙♣✳ ❖r❞✳
×
Ψ2,1❖r❞✳ ❖r❞✳
×
Ψ1,2❖r❞✳ ❙♣✳
→
Ψ2,3❙♣✳ ❙♣✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✏s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✑✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✉
❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
n = 2 cos γ n1 =
sin ((r1 + 1)γ)
sin (r1γ)
n− n1 = sin ((π/γ − r1 + 1)γ)
sin ((π/γ − r1)γ) ✭❱✳✺✮
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té
n1 ↔ n− n1
↔
r1 ↔ π/γ − r1 ✭❱✳✻✮
q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♣é❝✐❛❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠❛rq✉é❡ AS ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é
❞❛♥s ❬✷✱ ✸❪ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Φr1, r1+1✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❣é♥ér✐q✉❡ Vr1, r1+1✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥t✐♠❛rq✉é❡ AS ❡st Φr1,r1 ✳ ■❧ ♥✬❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧✳
Φr1,r1+1AS ❖r❞✳ Φr1,r1AS ❖r❞✳
✶✶✶
❖♥ ♣❡✉t ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Ψ1+k,1 q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦♥
❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ✭s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ♠❛rq✉é❡✱ s♦✐t
❛♥t✐♠❛rq✉é❡✳
Φr1,r1+1AS ❖r❞
×
Ψ2,1❖r❞ ❖r❞
=
Φr1+1,r1+1
+
Φr1−1,r1+1
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡♥s❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❑❛❝✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥
❛tt❡♥❞r❛✐t ♣❛r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡♥s❡✴❞✐❧✉é❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ AS ✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❑❛❝ ❡st
r1 + 1✱ ❡t ♥♦♥ r1 ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❧❡ ♣❡♥s❡r✳ ❈❡❧❛ r❡✢èt❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t ✐❝✐ ✿ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❛❣❡s w ❡t w ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ AS ✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ✐s♦tr♦♣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ Ψ1,2✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡
♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✐❝✐✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬✐❞❡♥t✐té Ψ1,1✳
❈❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞
❝♦♥❢♦r♠❡s ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és ❞❛♥s ❬✸❪✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ AS
❡t AS ② ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡♥s❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱ ❡t ❬✶✷❪✮✳
❈❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r k ❧✐❣♥❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧♦♥s
♣❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡s ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐❣♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ✈♦✐r
❛✉ss✐ ❬✶✶❪✮ ✿
Ord/Ord : Kk(q) =
q−c/24
P (q)
(
qh1+k,1 − qh1+k,−1) ✭❱✳✼✮
AS /Ord :


K0(q) =
q
hr1,r1+1
−c/24
P (q)
Kk (q) =
q
hr1+k,r1+1
−c/24
P (q)
Kk (q) =
q
hr1−k,r1+1
−c/24
P (q)
✭❱✳✽✮
AS /Ord :


K0(q) =
qhr1,r1−c/24
P (q)
Kk (q) =
q
hr1+k,r1
−c/24
P (q)
Kk (q) =
q
hr1−k,r1
−c/24
P (q)
✭❱✳✾✮
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s s♣é❝✐❛❧❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠é✲
tr✐s❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✭♥♦t❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡♥s❡✱ r❡✢ét❛♥t
❛✐♥s✐ ❧❡ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡ ❥♦✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❜♦r❞s ❞❛♥s ❧❡s
✶✶✷
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✮ ✿
n = 2 cos γ n1 =
sin ((r1 + 1)γ)
sin(r1γ)
n2 =
sin ((r2 + 1)γ)
sin(r2γ)
n12 =
sin
(
(r1 + r2 + 1− r12)γ2
)
sin
(
(r1 + r2 + 1 + r12)
γ
2
)
sin(r1γ) sin(r2γ)
✭❱✳✶✵✮
❖♥ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s✉✐✈❛♥ts
AS /AS :


K0(q) =
q−c/24
P (q)
∑
n∈Z q
hr12,r12−2n
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0 q
hr1+r2−1+k,r1+r2+1−2n
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0 q
hr1−r2−1+k,r1−r2−1−2n
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0 q
h−r1+r2−1+k,−r1+r2−1−2n
Kk (q) =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0 q
h−r1−r2−1+k,−r1−r2−3−2n
✭❱✳✶✶✮
▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ AS /AS ✱ AS /AS ❡t AS /AS ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ✭❱✳✶✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ✭❱✳✻✮✳
❱✳✹ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♣é❝✐❛❧❡ ✿ SLEκ,ρ
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❝❡❧❛ ❞❛♥s
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❞✐❧✉é✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✬ét❡♥❞❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r SLEκ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭■■✮✳ ❈♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ✭✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✮ q✉✐ ♣❛rt ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭✜❣✉r❡ ❱✳✹✳❛✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dℓ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡✱ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ✿
❖r❞✳ ❖r❞✳
dℓ
ξt
dgt
ξt + dξt
❖r❞✳ ❖r❞✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
✶✶✸
❛✳ ❜✳
AS ❖r❞✳❖r❞✳❖r❞✳
❋✐❣✳ ❱✳✹ ✕ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡s à ❣❛✉❝❤❡
❡t à ❞r♦✐t❡ ✭❛✮ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ✱ ❛✈❡❝ n = −2 cos
(
4π
κ
)
✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ s♣é❝✐❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❞r♦✐t❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ,ρ ❛✈❡❝ n1 =
sin
(
2ρ+8−κ
κ π
)
/ sin
(
2ρ+4
κ π
)
✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ▼❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❡t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ SLEκ✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✱ ♦♥ ❛ κ ≤ 4✳{
dgt(z) =
2 dt
gt(z)−ξt
dξt =
√
κ dBt
✭❱✳✶✷✮
♦ù Bt ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭AS ✮ ❡t ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ ❱✳✹✳❜✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱
q✉❛♥❞ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦✉♣é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dℓ s✉r ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ❝❤❛♥❣❡ ✿
AS ❖r❞✳
ξt
gt(x)
dgt
AS
ξt + dξt
gt(x) + dgt(x)
❖r❞✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉r ❧✬❛①❡ ré❡❧ ✿ ξt ❡t gt(x)✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ξt ❡st ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ gt(x) ❬✶✸❪
dξt =
√
κ dBt + κ ∂ξ logZ(ξt, gt(x)) ✭❱✳✶✸✮
✶✶✹
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Z(ξt, gt(x)) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬✶✸❪
Z(ξ, x) ∝ 〈Ψ2,1(ξ)Φr1, r1+1(x)Φr1+1, r1+1(∞)〉H ∝ (ξ − x)hr1+1, r1+1−hr1, r1+1−h2,1 ✭❱✳✶✹✮
❖♥ ❛ ❝❡tt❡ ❢♦✐s {
dgt(z) =
2 dt
gt(z)−ξt
dξt =
√
κ dBt +
ρ dt
ξt−gt(x)
✭❱✳✶✺✮
❛✈❡❝ ρ = κ (hr1+1, r1+1 − hr1, r1+1 − h2,1)✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
ρ = −2 + 4− κ
2
r1 ✭❱✳✶✻✮
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭❱✳✶✺✮ s✬❛♣♣❡❧❧❡ SLEκ, ρ✳ ■❧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✹❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
SLEκ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ρ = 0✮✳
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❢r❛❝t❛❧❡s ❞❡ SLEκ,ρ✳ ❉❛♥s ❬✶✺❪✱ ❉✉♣❧❛♥t✐❡r ❡t ❙❛❧❡✉r ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✲
✈❛✐t r❡❧✐❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n) à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs à k ♣❛tt❡s ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t à 2 ♣❛tt❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ h1,0 ❞♦♥♥❡
❛✐♥s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Df = 2− 2h1,0✱ ♦✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ κ
Df = 1 +
κ
8
✭❱✳✶✼✮
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❊❧❧❡ ❛ ♠♦t✐✈é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❡❧❧❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❇❡✛❛r❛
❞❛♥s ❬✶✻❪✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ Γ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ, ρ✳ ❉❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡
✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦♥ ❡st ❧♦✐♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❡t ♦♥ ♥❡
r❡ss❡♥t ♣❛s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ Γ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥❡ ❞♦✐t
❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ✭♦✉ ❞❡ n1 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✮✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r
à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ ❛✉ ❜♦r❞ ✿ Df, surf. = dim (Γ ∩ R)✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❧✐é❡ à
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r à 2 ♣❛tt❡s ❬✶✺❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ✭❱✳✶✶✮
♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ AS /AS ✱ ❛✈❡❝
r2 = r1 ❡t k = 2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Df, surf. = 1− h2r1+1, 2r1+1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ κ ❡t ρ ✿
Df, surf. =
(
1 +
ρ
4
)(
2− 8
κ
− 4ρ
κ
)
✭❱✳✶✽✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r −8−κ2 < ρ < −4−κ2 ✳ ❙✐ ρ ≤ −8−κ2 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✈❛✉t 1✱ s✐
ρ ≥ −4−κ2 ✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉t 0✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r à ❝❡ st❛❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❡♥é❡ ✐❝✐ s✉r SLEκ,ρ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡
✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ κ > 4✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ré♣ét❡r t♦✉s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✐♥t
✶✶✺
♣❛r ♣♦✐♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡s ❝❛❧❝✉❧és
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ρ ❡t r1 ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs
ρ = −(κ− 4)(r1 − 1)
2
✭❱✳✶✾✮
■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ SLEκ, ρ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭❱✳✶✽✮✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝ 4 ≤ κ < 8✱ ❡t −8−κ2 < ρ < κ−42 ✳ ❙✐ ρ ≥ κ−42 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡
❛✉ ❜♦r❞ ✈❛✉t 0✱ s✐ ρ ≤ −8−κ2 ❡❧❧❡ ✈❛✉t 1✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛s κ ≤ 4 ❡t κ > 4 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ❱✳✺✳
❛✳
ρ
Df, surf.
κ < 4
−8−κ2 4−κ2
0
0
1
❜✳
ρ
Df, surf.
κ > 4
−8−κ2 4−κ2
0
0
1
2− 8κ
❋✐❣✳ ❱✳✺ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ,ρ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞
✭❧✬❛①❡ ré❡❧✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ρ✳
✶✶✻
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❊✛❡❝ts ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t
s✉r❢❛❝❡s✱ ❍✳❲✳ ❉✐❡❤❧✱ ❊✳ ❊✐s❡♥r✐❡❣❧❡r✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✸✵✱ ✸✵✵✕✸✶✹ ✭✶✾✽✹✮✳
❬✷❪ ❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❡❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✵✸✱ ✶✹✺✼✵✶ ✭✷✵✵✾✮✳
❬✸❪ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ O(n) ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s✱
❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✷✼✱ ✹✺✼ ✭✷✵✶✵✮✳
❬✹❪ ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡✱ ❑✳ ❍♦s♦♠✐❝❤✐ ✫ ■✳ ❑♦st♦✈✱ ❇♦✉♥❞❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✸✷✱ ✹✻✷✲✹✾✾✱ ✷✵✶✵✳
❬✺❪ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ❊①❛❝t ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ O(n) ♠♦❞❡❧s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✹✾✱ ✶✵✻✷✲✶✵✻✺✱ ✶✾✽✷✳
❬✻❪ ❇✳ ◆✐❡♥❤✉✐s✱ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝r✐t✐❝❛❧ O(n) ♠♦❞❡❧s✱ P❤②s✐❝❛ ❆ ✶✻✸✱ ✶✺✷✲✶✺✼✱ ✶✾✾✵✳
❬✼❪ ❈✳▼✳ ❨✉♥❣ ✫ ▼✳❚✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r✱ O(n) ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❛ r❡✢❡①✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✿
s✉r❢❛❝❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✹✺✸✱ ✺✺✷✲✺✽✵✱ ✶✾✾✺✳
❬✽❪ ▼✳❚✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✫ ❈✳▼✳ ❨✉♥❣✱ ❊①❛❝t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ s❡❧❢✲❛✈♦✐❞✐♥❣
♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✼✹✱ ✷✵✷✻✲✷✵✷✾✱ ✶✾✾✺✳
❬✾❪ ❚✳❲✳ ❇✉r❦❤❛r❞t ✫ ❊✳ ❊✐s❡♥r✐❡❣❧❡r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ O(n) ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r②✱ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✹✷✹✱ ✹✽✼✲✺✵✹✱
✶✾✾✹✳
❬✶✵❪ P✳ ❋❡♥❞❧❡② ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❊①❛❝t t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❑♦♥❞♦
♣r♦❜❧❡♠✱ ❏✳ P❤②s ❆ ✿ ▼❛t❤✳ ●❡♥✳ ✷✼✱ ▲✼✽✾✱ ✶✾✾✹✳
❬✶✶❪ ▼✳❚✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✫ ❏✳▲✳ ❈❛r❞②✱ ❊①tr❛♦r❞✐♥❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ O(n) ♠♦❞❡❧✱
◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✺✵✻✱ ✺✺✸✲✺✻✹✱ ✶✾✾✼✳
❬✶✷❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱
◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✶✸✱ ✹✸✵✲✹✺✾✱ ✷✵✵✾✳
❬✶✸❪ ▼✳ ❇❛✉❡r ✫ ❉✳ ❇❡r♥❛r❞✱ ✷❉ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ✿ ❙▲❊ ❛♥❞ ▲♦❡✇♥❡r ❝❤❛✐♥s✱ P❤②s✐❝s ❘❡♣♦rts
✹✸✷✱ ✶✶✺✱ ✷✵✵✻✳
❬✶✹❪ ●✳ ▲❛✇❧❡r✱ ❖✳ ❙❝❤r❛♠♠ ✫ ❲✳ ❲❡r♥❡r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❝❛s❡✱ ❏✳ ❆♠✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✻✱ ✾✶✼✲✾✺✺✱ ✷✵✵✸✳
❬✶✺❪ ❍✳ ❙❛❧❡✉r ✫ ❇✳ ❉✉♣❧❛♥t✐❡r✱ ❊①❛❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❤✉❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✺✽✱ ✷✸✷✺✲✷✸✷✽✱ ✶✾✽✼✳
❬✶✻❪ ❱✳ ❇❡✛❛r❛✱ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▲❊ ❝✉r✈❡s✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✸✻✱ ✶✹✷✶✲✶✹✺✷✱ ✷✵✵✽✳
✶✶✼
✶✶✽
❈❤❛♣✐tr❡❱■
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❈❡s t❤é♦r✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♥
♣❧✉s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐s
s✉r rés❡❛✉✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ✿ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❜♦✉❝❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ O(n)✳
❆✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❝❡♥tr❛❧❡s c ≤ 1✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c ✭s✐ c < 1✮✱ ❞❡✉①
t❤é♦r✐❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s✱ ❧✬❛✉tr❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❜♦✉❝❧❡s ❞✐❧✉é❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✐té s♦✉s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦✉♣❧é à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s xlongueur des boucles✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ x✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ✭♦✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞✐❧✉é✮ ❡st ✐♥st❛❜❧❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲
▲♦❡✇♥❡r ✭❙▲❊✮✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r SLEκ ❛✈❡❝ κ > 4✱ ❡t ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❞♦✉❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s✐♠♣❧❡s ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r SLEκ
❛✈❡❝ κ < 4✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉❝❤❡r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ s②stè♠❡
❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ O(n) ❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ O(n) ✿ O(n) → O(n1) × O(n − n1)✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉tôt à
✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s s♣✐♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs {1, . . . , Q1} ⊂
{1, . . . , Q}✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❞❡♥s❡s ♦✉
❞✐❧✉é❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r r❡❧❡✈❛♥t q✉✐ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉① ♠♦♥♦♠èr❡s t♦✉❝❤❛♥t
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ❱✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡♥s❡✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
r❡❧❡✈❛♥t✱ ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦✐❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ r❡st❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧❛
♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t r✐❡♥ ✿ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
♣❡✉✈❡♥t t♦✉❝❤❡r ❧❡ ❜♦r❞ ♠❛✐s ❧❡✉r ♣♦✐❞s ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té ✭❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✺❪✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✭❛♣♣❡❧é❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉
✶✶✾
♠♦❞è❧❡ O(n)✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡s ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❇✳❈✳❈✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❛ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ q✉✐ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐❞s n1
❞♦♥♥é ❛✉① ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❡ ❜♦r❞✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s
❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥✉❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❱❡r♠❛ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
à k ♣❛tt❡s q✉✐ ❣é♥èr❡♥t k ❧✐❣♥❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r s✐ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞
♦✉ ♥♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❡①♣♦s❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈ ❡st ♣❧✉s
❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s n12 ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❛♠♠✲
▲♦❡✇♥❡r ✭❙▲❊✮✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ❣é♥éré❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛rq✉é❡ ✭❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ O(n)✮ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s SLEκ,ρ✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥
SLEκ,ρ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r SLEκ,ρ ❡t
❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s ♣♦✉r κ < 4 ❡t κ > 4✱
♠❛✐s ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ κ > 4✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ρ = 0 ✭q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s SLEκ ❤❛❜✐t✉❡❧✮✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs t♦✉❝❤❡r ❧❡ ❜♦r❞ ❡t ❛ ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ df = 2 − κ8 ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s κ < 4✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡✱ ✉♥ SLEκ é✈✐t❡ ❧❡ ❜♦r❞✱ ❡t ♥❡ s❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs
df = 0✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ q✉✐ s❡ ♠❡t à t♦✉❝❤❡r ❧❡ ❜♦r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ
✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛❥✉st❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✐t✐q✉❡
❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦♥♦♠èr❡s ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é q✉❡❧q✉❡s
❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■❱ ❡t ❱✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s
❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t n1 s✉r ❧❡
rés❡❛✉ ❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥tr❛❧❡ c ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ h ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇✳❈✳❈ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♦r❞✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ♠❛rq✉é❡✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs
s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ n ❡t n1✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ ❛❞♠❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
ré❞✉✐t❡s ✭❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ♦❜t❡♥✐r
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r rés❡❛✉
❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❖❙ ❬✻✱ ✼❪✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❱✐r❛s♦r♦✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❡t
s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❜♦r❞ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐
✭❋❡✐❣✐♥✲❋✉❝❤s✮ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✽❪✮✳
P♦✉r ✜♥✐r ❧❛ ♣❡t✐t❡ r❡✈✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡
❡✉① ♦♥t été r❡❢♦r♠✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦✉♣❧és
à ❧❛ ❣r❛✈✐té q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❛r ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡✱ ■✳ ❑♦st♦✈ ❡t ❑✳ ❍♦s♦♠✐❝❤✐✳ ▲❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦♥t été
✶✷✵
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♥ôtr❡s✳ ■✳ ❑♦st♦✈ ❬✾❪ ❛ r❡tr♦✉✈é ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥✐t✐❛✉①
❞❡ ❬✶❪✳ ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡ ❡t ❑✳ ❍♦s♦♠✐❝❤✐ ❬✶✵✱ ✶✶❪ ♦♥t r❡tr♦✉✈é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
♦♣ér❛t❡✉rs ❇✳❈✳❈✱ q✉✐ ❢❛✐s❛✐❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✷❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶✷❪ ❞ér✐✈❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✸✱ ✹❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s ❞❡ ♣r♦❥❡ts ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐ ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t ✈❡♥✐r ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡✉① à ❝✐♥q✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥
❝♦✉rs✱ ❡✛❡❝t✉é s♦✐t ♣❛r ❘✳ ❇♦♥❞❡s❛♥✱ s♦✐t ♣❛r ♠♦✐✲♠ê♠❡ ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✳
❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ❜♦r❞ ♣❛r ❆♥s❛t③ ❞❡ ❇❡t❤❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♥s❡s ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✈❛✐❡♥t ♣ré❝é❞é ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶❪✱ ♥♦s tr❛✈❛✉①
s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❧✉é❡ ♥❡ r❡♣♦s❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té✳ ❯♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t été ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐❧✉é ❞❛♥s ❬✸❪✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡t❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ✈❡♥✐r ❝♦♠♣❧ét❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✸✱ ✹❪✳
▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❛✉ ❜♦r❞✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡✛❡❝t✉é
♣❛r ❘✳ ❇♦♥❞❡s❛♥✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❤❛î♥❡s s✉♣❡rs②♠étr✐q✉❡s ❬✶✸❪✱ ❡t s♦♥t ♠♦t✐✈és ♣❛r
❧✬❡✛❡t ❍❛❧❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❞❡ s♣✐♥✮ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❞és♦r❞♦♥♥és✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ✐❝✐ s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s ✐❧s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r
❝❡ s✉❥❡t✳
❚❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞✬✉♥ s✉❥❡t ♠❛❥❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉❧
s✉❥❡t ♠❛❥❡✉r ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ■❧ ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❣rès
❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ♣✉✐ss❡♥t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐
♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s ♣û êtr❡ rés♦❧✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ✏❝❧❛ss✐q✉❡s✑ ✿ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡♥tr❡ ♣❧❛t❡❛✉① ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❍❛❧❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥t✐❡r✱ t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞és♦r❞♦♥♥és✱
❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ t②♣❡ ✏❜❛❝❦❜♦♥❡✑✱ ❡t❝✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ q✉✐ r❡♣♦s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té✱ ❧✬✉♥✐t❛r✐té✱ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t❝✳✮✱ ♥❡
s♦♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s
♣r♦♣r✐étés✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ♣é❞❡str❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r rés❡❛✉
❡t à ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❡♠❜❧❡ très
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ❡♥ ❝❡ s❡♥s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t n1 ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ ♥✬❡st ♣❧✉s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❣❛r❞❡r ❞❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r rés❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥
♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
✶✷✶
❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥té❣r❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧✬❆♥s❛t③ ❞❡ ❇❡t❤❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès q✉✬❛✉ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐✱ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❳❳❩ ❬✽❪ ♦✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ✶✾ ✈❡rt❡① ❞❡ ❋❛t❡❡✈✲❩❛♠♦❧♦❞❝❤✐❦♦✈ ❬✶✹❪✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ét✉❞✐és ❞❡♣✉✐s très ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬❛tt❛q✉❡r ✈r❛✐♠❡♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡s
♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ s❛✐t ❬✶✺❪ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s b q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❬✶✻❪ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ♥♦♠❜r❡s b ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❡♥ t❛✐❧❧❡
✜♥✐❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✈❡❝ ❜♦r❞✳ ❖♥ ❡s♣èr❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ b ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s b✱ ❛✉t❛♥t s✉r ❧❡ rés❡❛✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ s❡r❛✐t ✈r❛✐♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❣rès ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❛✈❡❝ ❜♦r❞ ✭q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝❤✐r❛❧❡✮ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✭q✉✐ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r
❝❤✐r❛❧ ❡t ❛♥t✐❝❤✐r❛❧✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣rès ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
q✉✐ ❢❛ss❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❛✲
✈♦✐r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✏❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✑ q✉✐ ❢❛ss❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té
b ❡t q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❙▲❊✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳
▼♦❞è❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❡t ❞✉ ❣❛③ ❞❡
❈♦✉❧♦♠❜ q✉❡ ❞❡ ❙▲❊✳ ▼❛✐s t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts à Q = 3 ét❛ts✱
♦ù ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts✳ P❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡
s✉❥❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡ts s♦✐t ✈r❛✐♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦tts✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦♥t été ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✶✼✱ ✶✽❪✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s
❡①♣♦s❛♥ts à k ♣❛tt❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❬✶✾❪✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❥✉sq✉✬à
♣rés❡♥t s♦♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛♥q✉❡ ❝r✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❥❡ s❛❝❤❡✱ ❝❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛✈❡❝ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts
s❡♠❜❧❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❙▲❊✳
❊t❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ♦✉✈❡rts✱ ✜❞é❧✐tés ❡t ✏q✉❛♥t✉♠ q✉❡♥❝❤❡s✑✳ ❉❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ré❝❡♥ts✱
❈❛r❞② ❡t ❈❛❧❛❜r❡s❡ ♦♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✭❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✮ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡♥ 1+ 1❉✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
st❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ❜♦r❞s✱ q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❛♣rès ✉♥❡ ✏tr❡♠♣❡
q✉❛♥t✐q✉❡✑✱ ♦✉ ✏q✉❛♥t✉♠ q✉❡♥❝❤✑✮✳ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s
❡t ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✐❧ r❡st❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été
ét✉❞✐és ♣❛r ❝❡s ❛✉t❡✉rs✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡
été ✈r❛✐♠❡♥t ❡①♣❧♦ré ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡✱
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ❛♠✉s❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡
t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①❛❝ts ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡
tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❈❛r❞② ❡t ❈❛❧❛❜r❡s❡
✶✷✷
s✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ à ❞✬❛✉tr❡s q✉❛♥t✐tés ♠❡s✉ré❡s ✭♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✮ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✜❞é❧✐tés✳
❈❡s ✜❞é❧✐tés s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s
ét❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❞❡✉① ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ♦ù ❧✬♦♥ ❛❧❧✉♠❡✴ét❡✐♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡
q✉❛♥t✐té s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡
♠❛ss✐❢ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r
❞✐✈❡rs❡s q✉❛♥t✐tés ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ✜❞é❧✐tés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■■ s✉r
❧❡s ét❛ts ❞❡ ❜♦r❞ ✏♣❛♥t❛❧♦♥✑ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉✈❡rts✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❜♦r❞✱ s♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
✶✷✸
✶✷✹
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❏✳▲ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✼✽✽✱ ✶✸✼✲✶✻✻✱
✷✵✵✽✳
❬✷❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱
◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✶✸✱ ✹✸✵✲✹✺✾✱ ✷✵✵✾✳
❬✸❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ O(n)
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✷✼✱ ✹✺✼✲✺✵✷✱ ✷✵✶✵✳
❬✹❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❡❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥
✷❉✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✵✸✱ ✶✹✺✼✵✶✱✷✵✵✾✳
❬✺❪ ❏✳▲✳ ❈❛r❞②✱ ❚❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱ ❏✳ ❙t❛t✳ P❤②s✳ ✶✷✺✱ ✶✲✷✶✱ ✷✵✵✻✳
❬✻❪ ●✳❊✳ ❆♥❞r❡✇s✱ ❘✳❏✳ ❇❛①t❡r ✫ P✳❏✳ ❋♦rr❡st❡r✱ ❊✐❣❤t✲✈❡rt❡① ❙❖❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❣❡rs✲
❘❛♠❛♥✉❥❛♥✲t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ❏✳ ❙t❛t✳ P❤②s✳ ✸✺✱ ✶✾✸✲✷✻✻✱ ✶✾✽✹✳
❬✼❪ ❱✳ P❛sq✉✐❡r✱ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❉②♥❦✐♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇
✷✽✺✱ ✶✻✷✲✶✼✷✱ ✶✾✽✼✳
❬✽❪ ❱✳ P❛sq✉✐❡r ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞
t❤❡♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✸✸✵✱ ✺✷✸✲✺✺✻✱ ✶✾✾✵✳
❬✾❪ ■✳ ❑♦st♦✈✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✷❉ q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t②✱ ❏✳ ❙t❛t✳ ▼❡❝❤✳ P✵✽✵✷✸✱ ✷✵✵✼✳
❬✶✵❪ ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡ ✫ ❑✳ ❍♦s♦♠✐❝❤✐✱ ❇♦✉♥❞❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ O(n) ❛♥❞ ❘❙❖❙ ♠❛tr✐① ♠♦❞❡❧s✱
❏❍❊P✵✶✭✷✵✵✾✮✵✵✾✱ ✷✵✵✾✳
❬✶✶❪ ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ O(n) ♠❛tr✐① ♠♦❞❡❧✱ ❏❍❊P✵✾✭✷✵✵✾✮✵✷✵✱
✷✵✵✾✳
❬✶✷❪ ❏✳✲❊✳ ❇♦✉r❣✐♥❡✱ ❑✳ ❍♦s♦♠✐❝❤✐ ✫ ■✳ ❑♦st♦✈✱ ❇♦✉♥❞❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✸✷✱ ✹✻✷✲✹✾✾✱ ✷✵✶✵✳
❬✶✸❪ ◆✳ ❘❡❛❞ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❊①❛❝t s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✐❣♠❛ ♠♦❞❡❧s
✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✻✶✸✱ ✹✵✾✲✹✹✹✱ ✷✵✵✶✳
❬✶✹❪ ❱✳❆✳ ❋❛t❡❡✈ ✫ ❆✳❇✳ ❩❛♠♦❧♦❞❝❤✐❦♦✈✱ ▼♦❞❡❧ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❙✲♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ s♣✐♥✲✶
❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❝❤❛✐♥✱ ❙♦✈✳ ❏✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ✸✷✱ ✶✾✽✵✳
❬✶✺❪ ❱✳ ●✉r❛r✐❡ ✫ ❆✳❲✳❲✳ ▲✉❞✇✐❣✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ✷❉ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ❏✳ P❤②s✳ ❆
✸✺✱ ▲✸✼✼✲▲✸✽✹✱ ✷✵✵✷✳
❬✶✻❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❛t ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ c = 0 ✿ ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② (b) ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✸✹✱ ✸✾✾✲✹✷✷✱ ✷✵✶✵✳
✶✷✺
❬✶✼❪ ❈✳ ❱❛♥❞❡r③❛♥❞❡✱ ❋r❛❝t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ P♦tts ❝❧✉st❡rs✱ ❏✳ P❤②s✳ ❆ ✷✺✱ ▲✼✺✱ ✶✾✾✷✳
❬✶✽❪ ❆✳ ●❛♠s❛ ✫ ❏✳ ❈❛r❞②✱ ❙❝❤r❛♠♠✲▲♦❡✇♥❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲st❛t❡ P♦tts ♠♦❞❡❧✕❛ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②✱ ❏✳ ❙t❛t✳ ▼❡❝❤✳ P✵✽✵✷✵✱ ✷✵✵✼✳
❬✶✾❪ ❏✳ ❉✉❜❛✐❧✱ ❏✳▲✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❈r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦tts ♠♦❞❡❧✱ ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳
✶✷✻
❆♥♥❡①❡❆
❇♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ✿
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②
❆✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❛r✐s❡s ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts
❛❜♦✉t t❤✐s ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
❆✳✶✳✶ ❚❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛
❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❧❡t ✉s ✜① t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ [α]q =
qα−q−α
q−q−1 ✳ ❚❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ TLN ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦rs ei ✭1 ≤ i ≤ N − 1✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
|i− j| ≥ 2 ⇒ eiej = eiej ✭❆✳✶❛✮
e2i = [2]qei ✭❆✳✶❜✮
eiei±1ei = ei ✭❆✳✶❝✮
❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ TLN ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ N ✈❡rt✐❝❛❧
str❛♥❞s ❛s
ei = . . .
i i+1
. . .︸ ︷︷ ︸
N
t❤❡♥ ✭A.1b✮✱ ✭A.1c✮ ✇r✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
= [2]q
✶✷✼
❛♥❞
=
.
❆✳✶✳✷ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡ ✭t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ q ✐s ♥♦t ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✮ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ TLN ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
s❡ts ♦❢ ❤❛❧❢✲❞✐❛❣r❛♠s ✇✐t❤ s str✐♥❣s ❛♥❞ (N − s)/2 ❤❛❧❢ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ei✬s ♦♥ t❤❡s❡
st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r✉❧❡ t❤❛t t✇♦ str✐♥❣s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ei ♦♥ t✇♦ str✐♥❣s ♦♥ t❤❡ s✐t❡s i ❛♥❞ i+1 ✐s ③❡r♦✳
▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s V0✱ V2 ❛♥❞ V4 ♦♥ N = 4 str❛♥❞s ✿
V0 =
{ }
V2 =



 V4 = { } .
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡
dim (Vs) =
(
N
N−s
2
)
−
(
N
N−s
2 − 1
)
. ✭❆✳✷✮
❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Vs ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ③❡r♦ ✐❢ s > N ♦r s 6= N mod 2✳
❆✳✶✳✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛t r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② q = ei
π
m+1
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤r❡❡✲st❛t❡s P♦tts ♠♦❞❡❧ ♦r ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ q = ei
π
m+1 ✇✐t❤ m ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱
❜✉t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r q = ei
π
3 ✭s♦
[2]q = 1✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s V0 ❛♥❞ V4 ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ N = 4✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❢r♦♠ V4 t♦ V0
7−→ − ✭❆✳✸✮
✐s t❤❡♥ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ st❛t❡s ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ❜② e1✱ e2 ❛♥❞ e3✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ V4 ❜② t❤✐s
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ♦❢ V0✱ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ V4✳ ❲❡ ❝❛♥ q✉♦t✐❡♥t ♦✉t t❤✐s s✉❜♠♦❞✉❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
tr✐✈✐❛❧ ✿ ✐t ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❛♥❞ e1✱ e2 ❛♥❞ e3 ❛❝t ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭♥♦t❡ t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭A.1✮ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ [2]q = 1✮✳
◆♦✇ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡
❤❛✈❡ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ N = 4✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r N > 4 s✐♥❝❡
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❢♦✉r str✐♥❣s ♦❢ ❡✈❡r② st❛t❡ ✐♥ V4 ❜② t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ■t ✐s
✶✷✽
❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛❣❛✐♥ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ V4 t♦ V0✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ♠♦r♣❤✐s♠
❢♦r N = 6 ✇♦✉❧❞ ❜❡
7−→ −
7−→ −
7−→ −
7−→ −
7−→ −
❚❤✐s t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡
− + −
❛♥❞ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ V6✳ ❚❤✉s ❢♦r N = 6 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡
0← V0 ← V4 ← V6 ← 0. ✭❆✳✹✮
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s W6 = V6✱ W4 = V4/W6✱ W0 = V0/W4 ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞
t❛❦❡♥ N ❧❛r❣❡r✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣❡r ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠♦r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❲❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♥♦✇✳ ❋♦r m ✐♥t❡❣❡r✱ q = ei
π
m+1 ✱ ❛♥❞ s < m ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t
s❡q✉❡♥❝❡ ❬✾❪
Vs ← V2(m+1)−2−s ← V2(m+1)+s ← · · · ← V2k(m+1)−2−s ← V2k(m+1)+s ← . . . ✭❆✳✺✮
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ N ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t Vs = 0 ✐❢ s > N ✱ s♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✜♥✐t❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐rr❡❞✉✲
❝✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧❡s Ws ❛s Ws = 0 ❢♦r s > N ❛♥❞ W2k(m+1)−2−s = V2k(m+1)−2−s/Im
(V2k(m+1)+s)
❛♥❞ W2k(m+1)+s = V2k(m+1)+s/Im
(W2(k+1)(m+1)−2−s)✱ ✇❤❡r❡ Im st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♠♦r♣❤✐s♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭A.5✮✳ ❋♦r s < m✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Ws ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
✐♥ ♣❤②s✐❝s ✿ ✐t ✐s t❤❡ ❘❙❖❙❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❉②❝❦ ♣❛t❤s
|h〉 = |h0, h1, . . . , hN 〉 ✭❆✳✻✮
✇✐t❤ hi ∈ N∗✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
|hi − hi+1| = 1. ✭❆✳✼✮
❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ✐s
ei |h〉 = δhi−1,hi+1
∑
h˜i=±1
(
[hi]q[h˜i]q
)1/2
[hi+1]q
∣∣∣h0, . . . , h˜i, . . . , hN〉 . ✭❆✳✽✮
❛❘❡str✐❝t❡❞ ❙♦❧✐❞ ❖♥ ❙♦❧✐❞
✶✷✾
❲❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❛❦❡ h0 = 1 ❛♥❞ hN = 1 + s✳ ❲❤❡♥ m ✐s ♥♦t ❛♥
✐♥t❡❣❡r ✭q ✐s ♥♦t ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✮✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛t❤s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭A.7✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Vs✳ ◆♦✇ ✐❢ m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡ ♣❛t❤s s❛t✐s❢②✐♥❣ ∀i, hi ∈ {1, . . . ,m}
❞❡❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Ws✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❘❙❖❙ ♦♥❡
✭✇✐t❤ m ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ s < m✮✳
11
2
3
i+ 1ii− 1
...
1 + s
m+ 1
❋✐❣✳ ❆✳✶ ✕ ❆ st❛t❡ |h0, h1, . . . , hN 〉 ✐♥ t❤❡ ❘❙❖❙ ♠♦❞✉❧❡ Vs✳ ■t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭A.7✮✱ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s h0 = 1 + s ❛♥❞ hN = 1✱ ❛♥❞ ∀i, hi ∈ {1, . . . , N}✳
❆✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚▲ ❛❧❣❡❜r❛ ✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞
❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ✭❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡✮
■♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡ ✐♥ ❬✻❪✱❬✽❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡
s♦♠❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
❆✳✷✳✶ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧❣❡❜r❛s ✶❇❚▲ ❛♥❞ ✷❇❚▲
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✧❜❧♦❜✧ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s
. . .︸ ︷︷ ︸
N
❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
i ≥ 2 ⇒ b1ei = eib1 ✭❆✳✾❛✮
b21 = b1 ✭❆✳✾❜✮
e1b1e1 =
[r1 + 1]q
[r1]q
e1 ✭❆✳✾❝✮
✶✸✵
s♦ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ❜❧♦❜ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t
[r1+1]q
[r1]q
✐♥st❡❛❞
♦❢ [2]q✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ei✬s ❛♥❞ b1 ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛
♦♥ N str❛♥❞s 1BTLN ✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ 2BTLN ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❛❞❞ ❛ s❡❝♦♥❞
❜❧♦❜ ♦♣❡r❛t♦r b2 ❛❝t✐♥❣ ❛s
. . .︸ ︷︷ ︸
N
❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
i ≤ N − 2 ⇒ b2ei = eib2 ✭❆✳✶✵❛✮
b22 = b2 ✭❆✳✶✵❜✮
eN−1b2eN−1 =
[r2 + 1]q
[r2]q
eN−1 ✭❆✳✶✵❝✮
❲❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❧♦❜s
b1b2 = b2b1. ✭❆✳✶✶✮
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t N ✐s ❛❧✇❛②s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❜❧♦❜s✳ ■♥
t❤❛t ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡
❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t n12 ✐♥ ♦✉r ❞✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t
 N∏
i=1
i even
ei

 b1b2

 N∏
i=1
i odd
ei



 N∏
i=1
i even
ei

 = n12

 N∏
i=1
i even
ei

 ✭❆✳✶✷✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
. . . = n12 . . .
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ 2BTLN t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.1✮✱ ✭A.9✮✱ ✭A.10✮✱ ✭A.11✮✱
✭A.12✮✳ ■♥ ❬✻❪✱❬✼❪ ❛♥❞ ❬✽❪ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ n12 ✇❛s q✉✐t❡
♥❛t✉r❛❧✳
n12 =
[
r1+r2−1+r12
2
]
q
[
r1+r2−1−r12
2
]
q
[r1]q[r2]q
✭❆✳✶✸✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r12 ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ❛s ✇✐❧❧
❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ A.5✳
✶✸✶
❆✳✷✳✷ ●❡♥❡r✐❝ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 1BTL
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 1BTL✱ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡❛♥s t❤❛t
r1 ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡ts ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ (N − s)/2
❤❛❧❢✲❧♦♦♣s ❛♥❞ s ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣s s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ str✐♥❣s
❝❛♥ ❝❛rr② ❛ ❜❧♦❜✱ ❛s ❝❛♥ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st str✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ b1 ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st str✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥
❛ ❜❧♦❜✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ei✬s ♦r ♦❢ b1✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ ❤♦❧❞s
❢♦r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r 1− b1✳ ❙♦ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡r❡ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❢♦r ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❣✐♥s s > 0✱ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✧❜❧♦❜❜❡❞✴✉♥❜❧♦❜❜❡❞✧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
b1 → 1− b1 ✭❆✳✶✹✮
❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ 1 − b1 ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❜❧♦❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞
❧♦♦♣ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ✐s ❥✉st [2]q − [r1+1]q[r1]q =
[−r1+1]q
[−r1]q ✱ s♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭A.14✮ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❛❦✐♥❣ r1 → −r1 ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭A.9✮✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❣r❛♣❤✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r N = 4✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡
V0,1BTL =




Vb2 =



 V
u
2 =




Vb4 =
{ } Vu4 = { } .
❆❧❧ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❛ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹❪✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❧❧ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ N + 1
str❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s ♦♥ N str❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐♥ t❤❡ P❛s❝❛❧
tr✐❛♥❣❧❡✳ ■❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ str✐♥❣ t♦
❡❛❝❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ r✐❣❤t♠♦st str✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦
❣✐✈❡ ❛ st❛t❡ ♦♥ N + 1 str❛♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ♥✉♠❜❡r ♦❢ str✐♥❣s✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱
✶✸✷
♦♥❡ ❛❞❞s ❛ str✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡ t❤❡ t✇♦ r✉❧❡s
❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✐❝t✉r❡✳
❚❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦♥ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡
dim
(
Vbs
)
= dim (Vus ) =
(
N
N−s
2
)
. ✭❆✳✶✺✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ TLN ✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ Vbs ✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡
❡❛❝❤ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ❜❧♦❜ ❜② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ str✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ st❛t❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ TLN ✱ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st s str✐♥❣s✳ ❙♦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
dim
(
Vbs
)
=
N∑
s′=s
s=N mod 2
dim (Vs′) ✭❆✳✶✻✮
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✭A.2✮ ❛♥❞ ✭A.15✮✳
❆✳✷✳✸ ●❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r 2BTL
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✻❪
❛♥❞ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡ ✿ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ s❡ts ♦❢ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣s ❛♥❞ str✐♥❣s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ♦r ✇❤✐t❡ ❜❧♦❜s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❜❧♦❜s ❛r❡ ❛❧❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡
str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ei✱ b1 ❛♥❞ b2 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ V0,2BTL ❢♦r N = 4 str❛♥❞s ✐s
V0 =


, , ,
, , ,
, , ,
, , ,


.
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ 1BTL ♠♦❞✉❧❡s ❡①❛❝t❧② ❛s
❞❡t❛✐❧❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.16✮ ✿ r❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ❜❧♦❜ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ st✐♥❣s✳
❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ❛❣❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ✶❇❚▲✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠♣❧②
dim (V0,2BTL) = dim (V0,1BTL) +
N∑
s>0
s=N mod 2
dim
(
Vbs
)
+
N∑
s>0
s=N mod 2
dim (Vus ) = 2N . ✭❆✳✶✼✮
❋♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ str✐♥❣s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭A.14✮ ❢♦r b1 ♦r b2✳ ❆❣❛✐♥ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ N = 4 ❛♥❞ s = 2
Vbb2 =




Vbu2 =




Vub2 =




Vuu2 =




.
✶✸✸
❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ tr✐❝❦ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✭A.16✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s✳
dim
(
Vbbs
)
=
N∑
s′=s
s′=N mod 2
dim
(
Vbs′
)
=
N∑
s′=s
s′=N mod 2
(
N
N−s′
2
)
. ✭❆✳✶✽✮
❆✳✸ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs
■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢
✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ♦r ♣r♦❥❡❝t♦rs
✐♥ t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♦✉r ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧❣❡❜r❛s 1BTL ❛♥❞ 2BTL✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ✇❤❛t t❤❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧
♣r♦❥❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❢♦r q ❣❡♥❡r✐❝
❜② {
P1 = 1
Pk+1 = Pk − [k]q[k+1]qPkekPk
✭❆✳✶✾✮
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
P1 =
P2 = − 1[2]q
P3 = − [2]q[3]q −
[2]q
[3]q
− 1[3]q − 1[3]q
❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ Pk✬s ✐s
∀i < k, eiPk = Pkei = 0. ✭❆✳✷✵✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t PN ❛❧✇❛②s ❛❝ts tr✐✈✐❛❧② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ TLN ✿ ✐t
❛❝ts ♦♥ VN ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s ❛s ③❡r♦✳ ❙♦ t❤❡ ♦♥❧② st❛t❡ ♦♥ N str❛♥❞s
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ❜② PN ✐s t❤❡ ✧❢✉❧❧✲str✐♥❣ st❛t❡✧
. . .︸ ︷︷ ︸
N
.
■t ✐s ❛♥ ❡❛s② ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ Pk✬s s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭A.20✮ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭A.19✮✳
❚❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉❧s② ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✕ Pk+1ek = ekPk+1 = 0
✕ ek+1Pk+1ek+1 =
[k+2]q
[k+1]q
Pkek+1 =
[k+2]q
[k+1]q
ek+1Pk✳
❆✳✸✳✶ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❢♦r 1BTL
■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧ ♣r♦❥❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ✶❇❚▲ ❝❛s❡✳
❚❤❡② ♠✉st ❜❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ✧❢✉❧❧✲str✐♥❣ st❛t❡s✧✱ ❡✐t❤❡r ❜❧♦❜❜❡❞ ♦r ✉♥❜❧♦❜❜❡❞✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❛r❡
✶✸✹
t✇♦ s❡r✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❧♦❜❜❡❞✴✉♥❜❧♦❜❜❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭A.14✮✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ 1BTL ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭A.20✮
∀i < k, eiP bk = P bkei = eiP uk = P uk ei = 0. ✭❆✳✷✶✮
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s
b1P
b
k = P
b
kb1 = P
b
k ✭❆✳✷✷❛✮
(1− b1)P uk = P uk (1− b1) = P uk . ✭❆✳✷✷❜✮
❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s{
P b1 = b1
P bk+1 = P
b
k − [k+r1−1]q[k+r1]q P bkekP bk
✭❆✳✷✸✮
❛♥❞ {
P u1 = 1− b1
P uk+1 = P
u
k − [k−r1−1]q[k−r1]q P uk ekP uk
✭❆✳✷✹✮
❚❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ❜❧♦❜❜❡❞ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛r❡
P1 =
P2 = − 1[2]q
P3 = − [r1]q[r1+1]q −
[r1]2q
[r1+1]q [r1+2]q
− [r1+1]q[r1+2]q +
[r1]q
[r1+2]q
+
[r1]q
[r1+2]q
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❜s ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ sq✉❛r❡s✱ ❛♥❞ r1 ❜②
−r1✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P bN ❛❝t tr✐✈✐❛❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ 1BTL ✿ ✐t ✐s t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦♥ VbN ❛♥❞ ③❡r♦ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥
P bk ≡ ︸ ︷︷ ︸
k
t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s P bk ✐s ✭✇✐t❤ k str❛♥❞s ✐♥ ❡❛❝❤ t❡r♠✮
= − [k + r1 − 2]q
[k + r1 − 1]q
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❜❧♦❜✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❜❧♦❜
= − [k + r2 − 2]q
[k + r2 − 1]q
✶✸✺
❆✳✸✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❜❧♦❜✱ ✐t s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛❧❧ t❤❡
✷❇❚▲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ ❜❡tt❡r ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ✐s ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
❜❧♦❜ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ N ❡✈❡♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ✐s ✇❤❡♥ ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r✱ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
q✉♦t✐❡♥t ✭A.12✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡
αj,p =
[r1 + j]q[r2 + j − 1]q − [r1 + j − p]q[r2 + j − p− 1]q
[r1 + j − 1]q[r2 + j − 1]q ✭❆✳✷✺✮
❛♥❞
βj,p =
[r1 + j − p− 1]q[r2 + j − p− 1]q
[r1 + j − 1]q[r2 + j − 1]q . ✭❆✳✷✻✮
❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P bb2j ✐s
P bb2j = −
1
αj,1
+
βj,1
αj,1αj,2
− . . . + (−1)j−1
∏j−2
p=1 βj,p∏j−1
p=1 αj,p
+
(−1)j
αj,j−1 + n12βj,j−1
j−1∏
p=1
βj,p
αj,p
✭❆✳✷✼✮
❚❤❡ ❦❡② r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡
= αj,1 +βj,1
❛♥❞
= αj,2 +βj,2
❛♥❞
= αj,3 +βj,3
❡t❝✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
= (αj,j−1 + n12 βj,j−1)
✶✸✻
❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
P bb2j ej = ejP
bb
2j = 0 ✭❆✳✷✽✮
t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P bb2j ✇❡ ❤❛✈❡
P bb2j ei = P
bb
2j ei = 0 (i < 2j) ✭❆✳✷✾✮
P bb2j b1 = b1P
bb
2j = P
bb
2j b2 = b2P
bb
2j = P
bb
2j . ✭❆✳✸✵✮
s♦ P bb2j ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✭A.20✮✳
❆✳✸✳✸ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ✐♥ ✶❇❚▲ ❛♥❞ ✷❇❚▲
❆s ❛ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ t♦ 1BTL ❛♥❞ 2BTL✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈
tr❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✱ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛①✐♦♠❛t✐❝✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❜✉t ❛ ✈❡r② ♥❛✐✈❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡
♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t M ♦❢ TLN ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥
❛ss✉♠❡ t❤❛t M ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❞ ♦♥ t❤❡ ei✬s✳ ❚❤❡♥ M ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ N
str❛♥❞s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ❚❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ M
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❧✉✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣
t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r [2]q✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
Tr {e2e3} = Tr { } = = [2]2q
■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧
tr❛❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
Tr {M} =
N∑
s=0
s=N mod 2
Ds trVs {M} ✭❆✳✸✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Ds ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Uq [SU(2)]
Ds = [s+ 1]q. ✭❆✳✸✷✮
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.31✮ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧
♣r♦❥❡❝t♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ 1BTL ❛♥❞ 2BTL ❧❛t❡r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t q ✐s ♥♦t ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✱
s♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Vs ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Vs✳
❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ st❛t❡s v1 ❛♥❞ v2 ✐♥ Vs✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐❛❣r❛♠
✶✸✼
✇✐t❤ (N − s)/2 ❤❛❧❢✲❧♦♦♣s ❛♥❞ s str✐♥❣s✳ ❚❤❡♥ t✉r♥ v2 ✉s♣✐❞❡✲❞♦✇♥ ❜② ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡✢❡①✐♦♥✱
❛♥❞ ❣❧✉❡ ✐ts t♦♣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ♦❢ v1✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♥❡✇ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣s ❛♥❞ str✐♥❣s✳ ■❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str✐♥❣s ✐s ♥♦t s✱ t❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ■❢ ✐t ✐s s✱ t❤❡♥ ❥✉st
❝♦✉♥t ❡❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r [2]q✳ ❆❣❛✐♥ ❧❡t ✉s ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣r❛♣❤✐❝
❡①❛♠♣❧❡
|v1〉 =
|v2〉 =
|v3〉 =
t❤❡♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡
〈v1|v2〉 = = 1
〈v1|v3〉 = = [2]2q
〈v1|v3〉 = = 0
◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉st
✉s❡ ✐t ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✭A.31✮✱ s♦ ✐t ❥✉st ❤❛s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Vs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❜❛s✐s Bs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❡❞ ❢♦r ♦✉r s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
∀bi, bj ∈ Bs, 〈bi|bj〉 = δi,j . ✭❆✳✸✸✮
◆♦✇ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛s ✧❦❡t✲❜r❛✧ ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ t✇♦ st❛t❡s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❡s Vs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡∣∣ 〉 〈 ∣∣ =
❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t e3e2e1 ♦❢ TL4✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤r♦✉❣❤ str✐♥❣s✳
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞r❛✇♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ V0✳ ❖✉r s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝t ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s Vs✱ Vs′ ✭s 6= s′✮✱ ❛♥❞
✇❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ✐t t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥s❡rt t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P
(JW )
2 ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✏❜r❛✑ ❛♥❞ t❤❡ ✏❦❡t✑✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s
∣∣ 〉 ◦ P (JW )2 ◦ 〈 ∣∣ = = − 1[2]q
❲❡ ✇❛♥t t♦ ✉s❡ t❤✐s tr✐❝❦ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ TLN ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡
♠♦❞✉❧❡ Vs✱ ❛♥❞ ❛s ③❡r♦ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❋♦r s = N t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r
✶✸✽
PN ✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② s✉❝❤ ♦❜❥❡❝t ❢♦r s < N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❞❡✜♥❡ ✐t ♥♦✇✳
▲❡t ✉s ❝❛❧❧ PN,s s✉❝❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐t ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥s❡rt t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P
(JW )
s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝ ✧❦❡t✲❜r❛✧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡
❜❛s✐s Bs✳
PN,s =
∑
b∈Bs
|b〉 ◦ P (JW )s ◦ 〈b| . ✭❆✳✸✹✮
❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥
N∑
s=0
s=N mod 2
PN,s = 1 (in TLN ) ✭❆✳✸✺✮
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s♦ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.31✮ ✈❡r② ❡❛s✐❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t M ♦❢ TLN ✳ ❯s✐♥❣ ✭A.35✮ ✇❡ ❤❛✈❡
M =
∑
s
PN,sM =
∑
s
M
PN,s
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭A.34✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ M ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✭❢♦r
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇❡ ✉s❡ N = 4 ❛♥❞ s = 2✮
Tr


PN,s
M

 =
∑
b∈Bs
b
b
M
=
∑
b∈Bs
M
b
b
=
∑
b∈Bs
〈b|M |b〉Tr
{
P (JW )s
}
s♦ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛
Tr {M} =
∑
s
Tr
{
P (JW )s
}
trVsM. ✭❆✳✸✻✮
❲❡ ❤❛✈❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ M t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
✶✸✾
✭A.19✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭t❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡✑ ♦r
✏❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ❧✐tt❡r❛t✉r❡✮
︸ ︷︷ ︸
k
=
[k + 1]q
[k]q ︸ ︷︷ ︸
k−1
.
❚❤❡♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t Tr
{
P
(JW )
k
}
=
[k+1]q
[k]q
Tr
{
P
(JW )
k−1
}
❛♥❞ Tr
{
P
(JW )
1
}
= [2]q✱ s♦ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭A.32✮
Tr
{
P (JW )s
}
= Ds = [s+ 1]q. ✭❆✳✸✼✮
◆♦✇ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ 1BTL ❛♥❞ 2BTL ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡
▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛♥❞ t♦ ❣❡t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr❛❝❡s s✉❝❤ ❛s ✭A.31✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❡r❡ ✿
✕ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡✱ s♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝t ❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡s✳
✕ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs Ps ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ Vs ❛♥❞ ❛s ③❡r♦ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r
♠♦❞✉❧❡s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✉s❡ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s Bs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Vs ❛♥❞ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r
Ps✳
✕ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ Ps✬s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ TLN ✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr❛❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳
❆❧❧ t❤❡s❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛s 1BTL ❛♥❞ 2BTL✳ ❋♦r
1BTL ✇❡ t❤✉s ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
Tr {M} = trV0,1BTL +
∑
s>0
α=b,u
Tr {Pαs } trVαs M ✭❆✳✸✽✮
❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭A.23✮ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛st str❛♥❞s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s Tr
{
P b1
}
=
[r1+1]q
[r1]q
❛♥❞ Tr
{
P bk
}
=
[r1+k]q
[r1+k−1]qTr
{
P bk−1
}
✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡
Dbs ≡ Tr
{
P bs
}
=
[r1 + s]
[r1]q
✭❆✳✸✾✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r
Dus ≡ Tr {P us } =
[−r1 + s]
[−r1]q . ✭❆✳✹✵✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 2BTL✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs Pαβ2j
✭α, β = b, u✮ ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❦❡② t♦♦❧ ✐s t❤❡ tr❛❝❡
tj,p ≡ Tr =
✶✹✵
✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ p ❧♦♦♣s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ j − p ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥❞ j − p
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ tr❛❝❡s s❛t✐s❢②
tj,p = αj,ptj−1,p−1 + βj,ptj−1,p
tj,0 =
[r1 + j]q
[r1]q
[r2 + j]q
[r2]q
= Db(1)j Db(2)j
tj,j = (αj,j−1 + n12βj,j−1) tj−1,j−1.
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭A.27✮ ♦❢ P bb2j ❣✐✈❡s
TrP bb2j = tj,0 +
j−1∑
k=1
(
(−1)k
∏k−1
p=1 βj,p∏k
p=1 αj,p
)
tj,p +
(−1)j
αj,j−1 + n12βj,j−1

j−1∏
p=1
βj,p
αj,p

 tj,j
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❖♥❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡♠
r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡② ❣✐✈❡
Tr
{
P bb2j
}
= tj,0 − tj−1,0
s♦ ✇❡ ❤❛✈❡
Dbb2j ≡ Tr
{
P bb2N
}
=
[r1 + r2 − 1 + 2j]q
[r1]q[r2]q
✭❆✳✹✶✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r Dbu2j ✱ Dub2j ✱ Duu2j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ r1 ✐♥t♦ −r1 ♦r✴❛♥❞ r2
✐♥t♦ −r2✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✐♥ 2BTL
Tr {M} = trV0,2BTL +
∑
j>0
α,β=b,u
Dαβ2j trVαβ2j M. ✭❆✳✹✷✮
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ❜② ✜rst
❧❡❝t✉r❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛s TL✱ 1BTL✱
2BTL t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧s ✐♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❛s t❤❡② ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ Q✲st❛t❡
P♦tts ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛♥
❛♥♥✉❧✉s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ✭♦r ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧✮✳
❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐♥ ❬✺❪✱❬✼❪✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❧♦♦♣s ♦♥
t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛r❦♦✈
tr❛❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ✇❡ ❞r❛✇ ❛❧❧ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ R2−{0} ✐♥st❡❛❞ ♦❢ R2✱
❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ✇❡✐❣❤t [2]q ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❧♦♦♣s✱
✶✹✶
❛♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t [2]χ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
Trχ



 = 0 = ([2]χ)2 [2]q.
❲✐t❤ t❤❛t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r TL✱ 1BTL ❛♥❞ 2BTL✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧
▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✿ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✐♥ TL ❛♥❞ 1BTL✱ ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ✭A.27✮ ❢♦r 2BTL✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ q ❛t ❛❧❧✱
❜✉t ♦♥❧② ♦♥ χ✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❧♦♦♣s ✐s t❤✉s
t♦ ❝❤❛♥❣❡ q ✐♥t♦ χ ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Ds✱ Dαs ♦r Dαβ2j ✱ ❛s ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ ❬✷❪✱❬✺❪✱❬✼❪✳
❆✳✹ ▼❛❣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ 1BTL ❛♥❞ 2BTL ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ A.2✳ ◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡s✳
❆✳✹✳✶ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts
●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✳
❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts Mij = 〈vi|vj〉 ✇❤❡r❡
t❤❡ vi ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Vs ✭♦r Vαs ❢♦r 1BTL✱ Vαβs ❢♦r 2BTL✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ●r❛♠
✶✹✷
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ Vb2 ❢♦r N = 4 ✐s
∆b2 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[2]q 1 0 0
1 [2]q 1 1
0 1 [2]q
[r1+1]q
[r1]q
0 1
[r1+1]q
[r1]q
[r1+1]q
[r1]q
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Db3Du1 .
❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧♦❝❛t❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ ✐s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦r t❤❛t ✐ts ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥♦t ③❡r♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥ [2]q ❛♥❞ [r1 + 1]q/[r1]q ✭❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡
[r2+1]
[r2]q
❛♥❞ n12 ❢♦r 2BTL✮✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✮✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ♦❢ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s
❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ s♦ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉❜♠♦❞✉❧❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ♠♦❞✉❧❡ Vs ✐s ❡①❛❝t❧② (N − s)/2×dim (Vs)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡❣r❡❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧
✐s ❛❧✇❛②s 1✱ ✭❜♦t❤ st❛t❡♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✮✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s
∆αs =
∏
V
[
pV
(
[2]q,
[r1 + 1]q
[r1]q
)]dim(V)
✭❆✳✹✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❡s ♦❢ Vs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs [2]q ❛♥❞
[r1+1]q
[r1]q
✱ ❛♥❞ pV ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤♦s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ r♦♦ts
❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❡ V ❛♣♣❡❛rs✳
❙♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡
V0,2BTL ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ✐♥ ❬✽❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❏♦♥❡s✲❲❡♥③❧
♣r♦❥❡❝t♦rs ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡✜♥❡❞✳
✶✹✸
❆✳✹✳✷ ▼❛❣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ 1BTL
❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ 1BTL ✇✐t❤ q ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r1 ∈ N∗✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠
Vbs ← Vus+2r1 . ✭❆✳✹✹✮
■t ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❢♦r 1BTL✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡
t❤✐s ♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r N = s+2r1 ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ❣r❡❛t❡r N ✳ ❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ t❤❛t ❢♦r r1
✐♥t❡❣❡r t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P uk ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k ≤ r1✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ Vus+2r1 t♦ Vbs
. . .︸ ︷︷ ︸
s+2r1
7−→ ︸ ︷︷ ︸
2r1
. . .︸ ︷︷ ︸
s ✭❆✳✹✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦ r❡❝t❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P ur1 ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✇❡ ✇❛♥t✳ ❚♦ s❡❡
t❤✐s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ei✬s✳ ❋♦r t❤❡ ei✬s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t✇♦ str✐♥❣s ✭i > 2r1✮✱ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r e2r1 ✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛st str❛♥❞
❛♥❞ t❤❡ ✜rst str✐♥❣ ❝❛rr② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❧♦❜s✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ei✬s ✭i < 2r1✮ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r er1 ✳ ❋♦r t❤✐s ♦♥❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ P
u
k
︸ ︷︷ ︸
k
=
[−r1 + k]q
[−r1 + k − 1]q ︸ ︷︷ ︸
k−1 ✭❆✳✹✻✮
❛♥❞ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ✐s ③❡r♦ ❢♦r r1 = k✱ s♦ ✭A.45✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥❞s
t♦ ❣r❡❛t❡r N ❥✉st ❜② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ✭A.45✮ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ❤❛❧❢✲❧♦♦♣s ❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❇②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ Vbs ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
Vus+2r1 ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ q✉♦t✐❡♥t❡❞ ♦✉t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Vbs/Vus+2r1 ✳
◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r1 ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ Vbs ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r r1 ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❛t Vus ✮✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣
✐❞❡❛✱ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r s < (−r1)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
. . .︸ ︷︷ ︸
2(−r1)−s
7−→ . . .︸ ︷︷ ︸
s
︸ ︷︷ ︸
2(−r1)−2s
.
✭❆✳✹✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❡❧❧✐♣s❡ ✐s t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P b−r1 ✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠
Vbs ← Vb2(−r1)−s. ✭❆✳✹✽✮
❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P bk
︸ ︷︷ ︸
k
=
[r1 + k]q
[r1 + k − 1]q ︸ ︷︷ ︸
k−1
.
✭❆✳✹✾✮
✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ k = −r1✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s s❤♦✇s t❤❛t Vbs ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
Vb2r1−s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ q✉♦t✐❡♥t ♦✉t t❤❛t s✉❜♠♦❞✉❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❢♦r r1 ≥ s✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❡ss ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ Vbs r❡♠❛✐♥s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳
✶✹✹
❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s ✭A.45✮ ❛♥❞ ✭A.47✮ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❣✉❡ss ❛❜♦✉t t❤❡ ●r❛♠
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ∆bs✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✭A.43✮✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
[r1+1]q
[r1]q
✱ s♦ ✇❡
❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡
pVus+2k ∝
[r1 + 1]q
[r1]q
− [k + 1]
[k]q
= − [−r1 + k]q
[−r1]q[k]q ∝ D
u
k ✭❆✳✺✵✮
❛♥❞ ❢♦r k > s
pVb2k−s ∝
[r1 + 1]q
[r1]q
− [−k + 1]
[−k]q =
[r1 + k]q
[r1]q[k]q
∝ Dbk ✭❆✳✺✶✮
s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣✉❡ss
∆bs ∝

(N+s)/2∏
k=s+1
(
Dbk
)dim(Vb2k−s)

(N−s)/2∏
k=1
(Duk )dim(V
u
s+2k)

 ✭❆✳✺✷✮
❛♥❞ ✜① t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r 1✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ✭s❡❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ∆us ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦♥❡ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ b ❛♥❞ u ❛s ✉s✉❛❧✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Vbs/Vus+2r1 ❢♦r r1 ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ ❬✺❪ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ Vs
❢♦r t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❆❞❞ r1 − 1 ✧❣❤♦st✧ str✐♥❣s ❧❛❜❡❧❡❞ 0✱ −1✱ ✳ ✳ ✳✱ −(r1 − 2) ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ st❛t❡s✳
. . .︸ ︷︷ ︸
r1−1
. . .︸ ︷︷ ︸
N (s strings)
❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❝t ✇✐t❤ e0✱ e−1✱ ❡t❝✳ ♦♥ t❤❡ ❣❤♦st str✐♥❣s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤✐s ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
♠♦❞✉❧❡ Vs+r1−1✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤✐s✳ ❲❡ ❥✉st ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P (ghost)r1 t♦ ❛❝t ♦♥
t❤❡ r1 − 1 ❣❤♦st str✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ✜rst str❛♥❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ e˜i = P (ghost)r1−1 ei ❢♦r 1 ≤ i ≤ N ✳ ◆♦t❡
t❤❛t
i ≥ 2 ⇒ Pke˜i = e˜iPk ✭❆✳✺✸❛✮(
P (ghost)r1
)2
= P (ghost)r1 ✭❆✳✺✸❜✮
e˜1P
(ghost)
r1 e˜1 =
[r1 + 1]q
[r1]q
e˜1 ✭❆✳✺✸❝✮
s♦ ❝❧❡❛r❧② P
(ghost)
r1 ❛♥❞ t❤❡ r1 − 1 ❣❤♦st str✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ b1✳ ❚❤❡
❧❛st ✐❞❡♥t✐t② ❝♦♠❡s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r❜
=
[r1 + 1]q
[r1]q
✭❆✳✺✹✮
✶✹✺
PSfrag replaements
1
1 20 i+ 1ii− 1. . .
.
.
.
r1 + s
r1
−(r1 − 1)
Ghost strings
❋✐❣✳ ❆✳✷ ✕ ❆ st❛t❡
∣∣h−(r1−1), . . . , h0, h1, . . . , hN〉 s❛t✐s❢②✐♥❣ h−(r1−1) = 1 ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜②
P
(ghost)
r1−1 ✱ s♦ h0 = r1✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Vbs/Vus+2r✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 1BTL✱ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Vbs/Vus+2r1 ✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t P br1 = 0 ✐♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭A.45✮✮✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱
✐t ✐s s✐♠♣❧❡r t♦ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❚❤❡ ❣❤♦st str✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ A.2✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❣❤♦st
str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Vr1−1+s
♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ei✬s ♦♥ t❤❡ st❛t❡s |h0, . . . , hN 〉 ❣✐✈❡♥ ❜②
❢♦r♠✉❧❛ ✭A.8✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❣❤♦st str✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P
(ghost)
r1−1 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ✇❡
✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡s |h0, . . . , hN 〉 s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s h0 = r1 ❛♥❞ hN = r1 + s✳
b1 ❛❝ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s
b1 |h0 = r1, h1, . . . , hN = r1 + s〉 = δh1,r1+1 |h0 = r1, h1, . . . , hN = r1 + s〉 ✭❆✳✺✺✮
❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❧♦❜❜❡❞ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P bk ✐s s✐♠♣❧②
P bk |h0 = r1, . . . , hk, . . . , hN = r1 + s〉 = δhk,r1+k |h0 = r1, . . . , hk, . . . , hN = r1 + s〉 . ✭❆✳✺✻✮
❚❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❋♦r k ≤ r1 − 1 ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ t❛s❦ t♦ ♣r♦✈❡ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t
P uk |h0 = r1, . . . , hk, . . . , hN = r1 + s〉 = δhk,r1−k |h0 = r1, . . . , hk, . . . , hN = r1 + s〉 . ✭❆✳✺✼✮
❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭A.23✮ t❤❛t
P ur1 = 0 ✭❆✳✺✽✮
❛s ❝❧❛✐♠❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ P uk ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k > r1✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭A.23✮✳
❜❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❤❡r❡ ❛r❡ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs P
(ghost)
r1 ✱ ♥♦t P
b
r1 ✐♥ 1BTL✳
✶✹✻
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ r1 = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Vbs ← Vus+2 ❢♦r ❛❧❧ s ≥ 0✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Vbs/Vus+2 ♦❢ 1BTL✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡
Vs ❢♦r TL✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❜ ♦♣❡r❛t♦r b1 ❛❝ts ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r②
❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ 1BTL ✧r❡❞✉❝❡s✧ t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♦♥❡ TL ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❜❧♦❜❜❡❞
❧♦♦♣s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳
❆✳✹✳✸ ❋✉❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❢♦r 1BTL s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s Vαs ❛r❡ st✐❧❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐❢ q
✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② ❜✉t r1 ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ Uq[SU(2)] s②♠♠❡tr② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❜r♦❦❡♥ ❜② t❤❡ ❜❧♦❜ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ s♦ ❛❧❧ ✇❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❛t
❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② s✐♠♣❧② ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② ✐♥
t❤❛t ❝❛s❡✳
❲❤❡♥ r1 ✐s ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s Vbs/Vus+2r1 ❛❞♠✐t ❛ ❣❤♦st str✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ TL ♠♦❞✉❧❡ Vr1−1+s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳✳
❚❤❡♥ ✇❤❡♥ q ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❡✈❡♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 1BTL ✐♥❤❡r✐t s♦♠❡ str✉❝t✉r❡
❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Uq[SU(2)]✳ ■♥
t❤❛t s❡♥s❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✉❛♠ s②♠♠❡tr② ✐s ♥♦t ✧❝♦♠♣❧❡t❡❧②✧ ❜r♦❦❡♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s
t❤❡♥ ✇❤❡♥ q = ei
π
m+1 ✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ r1 ❛♥❞ m ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Vbs/Vus+2r1 ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❣❤♦st str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ TL ♠♦❞✉❧❡ Vr1−1+s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠
✭A.5✮ ✇❤❡♥ r1 + s < m+ 1
Vr1−1+s ← · · · ← V2k(m+1)−1−r1−s ← V2k(m+1)+r1−1+s ← . . . ✭❆✳✺✾✮
❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛s ❣❤♦st str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 1BTL ✇❡ s❡❡
Vbs/V us+2r1 ← · · · ← Vb2k(m+1)−2r1−s/Vu2k(m+1)−s ← Vb2k(m+1)+s/Vu2k(m+1)+2r1+s ← . . . ✭❆✳✻✵✮
❚❤✐s ✐s ❛ r✐❣♦r♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t ✭A.5✮ ❢♦r t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❛t
q = ei
π
m+1 ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛t r1 ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❣❤♦st
str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ q✉♦t✐❡♥ts ❣✐✈❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 1BTL
❛t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥t q = ei
π
m+1 ❛♥❞ 0 < r1 < m + 1 − s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Wbs =
(Vbs/V us+2r1) /Im(Vb2(m+1)−2r1−s/V u2(m+1)+s) ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❙❖❙
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭✜❣✉r❡
A.3✮✳
❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ♠♦❞✉❧❡ Vus ✇❤❡♥ 0 ≤ s ≤ r1 − 1✳ ❲❤❡♥
q = ei
π
m+1 ✱ m ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ Vb2(m+1)−2r1+s t♦ Vus ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠
. . .︸ ︷︷ ︸
s+2(m+1−r1)
7−→ ︸ ︷︷ ︸
2(m+1−r1)
. . .︸ ︷︷ ︸
s ✭❆✳✻✶✮
✶✹✼
PSfrag replaements
1 1
1 20 i+ 1ii− 1
.
.
.
r1 + s
r1
m+ 1
Ghost strings
❋✐❣✳ ❆✳✸ ✕ ❆ st❛t❡ |h0, h1, . . . , hN 〉 ✐♥ t❤❡ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Wbs ♦❢ 1BTL✳
❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ P bk
︸ ︷︷ ︸
k
=
[r1 + k]q
[r1 + k − 1]q ︸ ︷︷ ︸
k−1 ✭❆✳✻✷✮
✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ k = m + 1 − r1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ❜❧♦❜❜❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❜② t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ r1 ❜② m+1− r1✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡
Vus /V b2(m+1)−2r1+s ← · · · ← Vu2(k−1)(m+1)+2r1−s/Vb2k(m+1)−s ← Vu2k(m+1)+s/Vb2(k+1)(m+1)−2r1+s ← . . .
✭❆✳✻✸✮
❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭A.60✮✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 1BTL ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ m ❛♥❞ r1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Wus ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst q✉♦t✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❘❙❖❙ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛t❡s
|h0, . . . , hN 〉 , hi ∈ {1, . . . ,m} ✭❆✳✻✹✮
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
h0 = r1 hN = r1 − s. ✭❆✳✻✺✮
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s❡❝t✐♦♥ ❜② s♦♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✭A.60✮ ❛♥❞ ✭A.63✮
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s
Vbs Vb2(m+1)−2r1−soo Vb2(m+1)+soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
Vb4(m+1)−2r1−soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
Vb4(m+1)+soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
. . .oo
Vu2r1+s
eeJJJJJJJJJJJJ
Vu2(m+1)−soo
ggOOOOOOOOOOO
Vu2(m+1)+2r1+s
ggOOOOOOOOOOO
oo Vu4(m+1)−s
ggOOOOOOOOOOO
oo . . .oo
✭❆✳✻✻✮
✶✹✽
❢♦r r1 + s < m+ 1 ❛♥❞
Vus Vu2r1−soo Vu2(m+1)+soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
Vu2(m+1)+2r1−soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
Vu4(m+1)+soo
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
. . .oo
Vb2(m+1)−2r1+s
eeKKKKKKKKKKK
Vb2(m+1)−soo
ggOOOOOOOOOOO
Vb4(m+1)−2r1+s
ggOOOOOOOOOOO
oo Vb4(m+1)−s
ggOOOOOOOOOOO
oo . . .oo
✭❆✳✻✼✮
❢♦r s ≤ r1 − 1✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊❛❝❤ ❛rr♦✇ st❛♥❞s ❢♦r ❛♥
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❛❣r❛♠ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Vb2(m+1)−2r1−s
t♦ Vbs ❛♥❞ ❢r♦♠ Vu2r1+s t♦ Vbs ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Wbs ∼= Vbs/
(
Vb2(m+1)−2r1−s ∪ Vu2r1+s
)
.
❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐s Vb2(m+1)−2r1−s ∩ Vu2r1+s ∼= Vb2(m+1)+s ∪ Vu2(m+1)−s✱ ❛♥❞ t❤✐s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳
❆✳✹✳✹ ◆♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✷❇❚▲
◆♦✇ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✇❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s t♦ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ 2BTL✳ ❆❣❛✐♥
♦✉r str❛t❡❣② ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ q✉♦t✐❡♥t ♦✉t
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦r♣❤✐s♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❛ ▼❛❣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤♦✉t str✐♥❣s V0,2BTL
❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r12 ✭r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✭A.13✮✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs q✱ r1 ❛♥❞ r2 ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs P
b(1)
j ❛♥❞ P
b(2)
j ✇❡
❤❛✈❡
=
[r1 + r2 + j]q[j − 1]q + n12[r1]q[r2]q
[r1 + j − 1]q[r2 + j − 1]q
✭❆✳✻✽✮
s♦ ✉s✐♥❣ ✭A.13✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r
r12 = r1 + r2 − 1 + 2j ✭❆✳✻✾✮
t❤❡ r✐❣❤t t❡r♠ ♦❢ ✭A.68✮ ✐s ③❡r♦✱ s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ Vbb2j t♦
V0,2BTL
. . .︸ ︷︷ ︸
2j
7−→
✭❆✳✼✵✮
❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭A.14✮ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s t♦ t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡♥
r12 = ±r1 ± r2 − 1 + 2j✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ V0,2BTL ♦♥ N ✭❡✈❡♥✮ str❛♥❞s
∆0,2BTL ∝
N/2∏
j=1
∏
ǫ1,ǫ2=±1


[
ǫ1r1+ǫ2r2−1+r12+2j
2
]
q
[
ǫ1r1+ǫ2r2−1−r12+2j
2
]
q
[r1]q[r2]q


dim(Vbb2j)
✭❆✳✼✶✮
✶✹✾
❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❬✻❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣♦r♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✽❪✳
❆s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ r12 = r1−r2−1+2✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ ❛ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ V0,2BTL/Vbu2 ✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡
r✉❧❡ ❢♦r ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
= .
✭❆✳✼✷✮
❆ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t r2 = 1✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉♦t✐❡♥t V0,2BTL/
(Vbu2 ∪ Vuu2 )
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
= and = .
✭❆✳✼✸✮
❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ V0,1BTL ✇❤❡r❡ b2 ❛❝ts tr✐✈✐❛❧❧② ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♦♣❡r❛t♦r✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s ✇❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ r2 = 1 ❛♥❞ r12 = r1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t t♦ ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② 2 ❛s t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t t♦✉❝❤ ✐t✳
❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ 2BTL ✧❝♦❧❧❛♣s❡s✧ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❛❧❣❡❜r❛
1BTL✳ ❚❤✐s ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳
❜ ▼❛❣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ str✐♥❣s
❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Vbb2j ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t r1 ❛♥❞ r2 ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ q ✐s
❣❡♥❡r✐❝✱ s♦ ❛❧❧ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡ ✇✐t❤ 2j str✐♥❣s
❛♥❞ k ❤❛❧❢✲❧♦♦♣s✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs P
b(1)
j+k ❛♥❞ P
b(1)
j+k
=
[r1 + r2 − 1 + 2j + k]q[k]q
[r1 + j + k − 1]q[r2 + j + k − 1]q ✭❆✳✼✹✮
s♦ ❛❣❛✐♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r r1+ r2 = −2j − k+1 t❤❡ r✐❣❤t t❡r♠ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣
✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ Vbb2j+2k t♦ Vbb2j ✳
. . .︸ ︷︷ ︸
2j+2k
7−→ ︸︷︷︸
j
︸ ︷︷ ︸
2k
︸︷︷︸
j ✭❆✳✼✺✮
❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇❤❡♥ r1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭A.45✮ ❢r♦♠ Vub2j+2r1 t♦ Vbb2j st✐❧❧ ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞
✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦r♣❤✐s♠ ✇❤❡♥ r2 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡
❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦♥ N str❛♥❞s
∆bb2j ∝
N/2−j∏
k=1
(
Dbb2j+kDk−1
)dim(Vbb2j+2k) (Du(1)k )dim(Vub2j+2k) (Du(2)k )dim(Vbu2j+2k) ✭❆✳✼✻✮
❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✺❪✳
✶✺✵
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✧r❡str✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ 2BTL t♦ 1BTL✧ ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r r2 = 1 ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t Vbb2j/Vbu2j+2 ∼= Vb2j ❛♥❞ Vub2j /Vuu2j+2 ∼= Vu2j
✇❤❡r❡ b2 ❛❝ts ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳
❝ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ 2BTL
◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❛❦❡ ♠❛❣✐❝ ✈❛❧✉❡s ✿ q = ei
π
m+1 ✇✐t❤ m ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ r1✱ r2 ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❣❤♦st str✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✭A.60✮ ❛♥❞
✭A.63✮ ✐♥ t❤❡ 1BTL ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ✉s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♠✳ ❲❤❡♥ r1 + r2 − 1 + s ≤ m ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❤♦❧❞s
Vub2r1+s
wwoo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
o
Vub2(m+1)−2(r2−1)−s
ttjjj
jjj
jjj
jjj
jjj
j
oo Vub2(m+1)+2r1+s
ttiii
iii
iii
iii
iii
iii
oo
~~}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
. . .oo
Vbbs Vbb2(m+1)−2(r1+r2−1)−soo Vbb2(m+1)+soo
jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
ttjjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jj
Vbb4(m+1)−2(r1+r2−1)−soo
jjUUUUUUUUUUUUUUUU
ttiii
iii
iii
iii
iii
i
. . .oo
Vbu2r2+s
ggOOOOOOOOOOOOOOO
Vbu2(m+1)−2(r1−1)−soo
jjTTTTTTTTTTTTTTTT
Vbu2(m+1)+2r2+soo
jjUUUUUUUUUUUUUUUUUU
ttiii
iii
iii
iii
iii
ii
. . .oo
Vuu2(r1+r2)+s
jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
__??????????????????????????????????
Vuu2(m+1)+2−soo
jjUUUUUUUUUUUUUUUUU
``AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
. . .oo
✭❆✳✼✼✮
♦t❤❡r ❞✐❛❣r❛♠s s✉❝❤ ❛s t❤✐s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ b(1) ❜② u(1) ❛♥❞ r1
❜② m+ 1− r1 ❛s ✐♥ t❤❡ 1BTL ❝❛s❡✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Wbbs ∼= Vbbs /
(
Vub2r1+s ∪ Vbb2(m+1)−2(r1+r2−1)−s ∪ Vbu2r2+s
)
✭❆✳✼✽✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 2BTL ✇✐t❤ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q✱ r1 ❛♥❞ r2✳ ▲❡t ✉s
❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ V0,2BTL✳ ❋♦r r12 = 1 ❛♥❞ r1 = r2 = r ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❤♦❧❞s
Vbu2
yyss
ss
ss
ss
ss
ss
Vbb2(m+1)−2r+2
wwpp
pp
pp
pp
pp
pp
p
oo Vbu2(m+1)+2
wwpp
pp
pp
pp
pp
pp
oo . . .oo
V0,2BTL Vub2oo Vuu2r+2oo
ggNNNNNNNNNNNNNN
Vub2(m+1)+2oo
ggNNNNNNNNNNN
. . .oo
Vbb2(m+1)−2r
eeKKKKKKKKKKK
Vbu2(m+1)oo
wwpp
pp
pp
pp
pp
pp
p
Vbb4(m+1)−2roo
wwpp
pp
pp
pp
pp
p
. . .oo
Vuu2r
\\99999999999999999999
Vub2(m+1)oo
ggNNNNNNNNNNN
Vuu2(m+1)+2roo
ggNNNNNNNNNNN
. . .oo
✭❆✳✼✾✮
✶✺✶
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ W0,2BTL✳
❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣✐❝❦❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚♦ s❡❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝♦♠❡ ❢r♦♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❣❛✐♥ t❤❡ ❘❙❖❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛t❡s
Hd1+1,d2 = {|h0 = d1 + 1, . . . , hN = d2〉} , hi ∈ {1, . . . ,m} ✭❆✳✽✵✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
|hi − hi+1| = 1. ✭❆✳✽✶✮
❆ss✉♠❡ t❤❡ ❜❧♦❜s ❛❝t ❛s
b1 |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 = δh1,d1 |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 ✭❆✳✽✷❛✮
b2 |. . . , hN−1, hN = d2〉 = δhN−1,d2+1 |. . . , hN−1, hN = d2〉 ✭❆✳✽✷❜✮
✭❆✳✽✷❝✮
t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② ✉s✐♥❣ ✭A.8✮ t♦ s❡❡ t❤❛t
e1b1e1 =
[m+ 1− d1]q
[m− d1]q e1 ✭❆✳✽✸❛✮
eN−1b2eN−1 =
[d2 + 1]q
[d2]q
eN−1 ✭❆✳✽✸❜✮
✭❆✳✽✸❝✮
s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r1 ❛♥❞ r2 ❛s
r1 = m− d1 r2 = d2. ✭❆✳✽✹✮
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s♣❛❝❡ Hd1+1,d2 ❛s ❛ 2BTL ♠♦❞✉❧❡✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛s ✐♥ t❤❡
1BTL ❝❛s❡✱ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛❝t ✐♥ Hd1+1,d2 ✳ ❲❡ ❤❛✈❡
P
b(1)
k |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 = δhk,d1+1−k |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 (k ≤ m− r1)✭❆✳✽✺❛✮
P
u(1)
k |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 = δhk,d1+1+k |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 (k ≤ r1 − 1) ✭❆✳✽✺❜✮
P
b(2)
k |. . . , hN−1, hN = d2〉 = δhN−k,d2+k |. . . , hN−1, hN = d2〉 (k ≤ m− r2)✭❆✳✽✺❝✮
P
u(2)
k |. . . , hN−1, hN = d2〉 = δhN−k,d2−k |. . . , hN−1, hN = d2〉 (k ≤ r2 − 1)✭❆✳✽✺❞✮
❛♥❞ P
b(1)
m+1−r1 = P
u(1)
r1 = P
b(2)
m+1−r2 = P
u(2)
r2 = 0✳
◆♦✇ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Wbbs ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② s str❛♥❞s ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ st❛t❡ |h〉 ❝❤❛r❛❝t❡✲
r✐s❡❞ ❜②
P b(1)s |h〉 = P b(2)s |h〉 = |h〉 ✭❆✳✽✻✮
❈❧❡❛r❧② s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ Hd1+1,d2 ♦♥❧② ✇❤❡♥ d1 + 1 > d2 ❛♥❞ s = d1 + 1− d2 ✭❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ A.4✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
Hd1+1,d2 ∼=Wbbd1+1−d2 . ✭❆✳✽✼✮
✶✺✷
PSfrag replaements
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2
3
.
.
.
d1 + 1
d2
m+ 1
❋✐❣✳ ❆✳✹ ✕ ❆ st❛t❡ |h〉 ✐♥ Hd1+1,d2 ✭✇✐t❤ N = d1 + 1 − d2✮ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s P b(1)d1+1−d2 |h〉 =
P
b(2)
d1+1−d2 |h〉 = |h〉✳
❲❤❡♥ d1 + 1 < d2✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ st❛t❡ s❛t✐s❢②✐♥❣
P u(1)s |h〉 = P u(2)s |h〉 = |h〉 ✭❆✳✽✽✮
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭A.86✮✱ ✇✐t❤ s = d1 + 1− d2✱ s♦ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❢♦r d1 + 1 < d2
Hd1+1,d2 ∼=Wuud2−d1−1. ✭❆✳✽✾✮
❲❤❡♥ d1 + 1 = d2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ ❜♦t❤
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣ ❤❡r❡ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
 N∏
i=1
i even
ei

 b1b2

 N∏
i=1
i odd
ei



 N∏
i=1
i even
ei

 = 0 ✭❆✳✾✵✮
✇✐t❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ b1 ❛♥❞ b2 ✐♥ Hd1+1,d2 ✱ s♦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t n12 = 0 ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥
r12 = r1 + r2 + 1✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ♠❛❦❡ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ 1BTL ❝❛s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✺❪✳
❆✳✺ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②
❚❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐❢②✐♥❣ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ s❡✈❡r❛❧
✐♥t❡❣r❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ P♦tts ♠♦❞❡❧ ♦r t❤❡ ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s
✶✺✸
❙♣❛❝❡ ❜❧♦❜ 1 ❜❧♦❜ 2 r1 r2 r12 ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦✳ ✳ ✳
Hd1+1,d2 h1 = d1 hN−1 = d2 + 1 m− d1 d2 Wbbd1+1−d2
d1 + 1 > d2
Hd1+1,d2 h1 = d1 hN−1 = d2 + 1 m− d1 d2 Wuud2−d1−1
d1 + 1 < d2
Hd+1,d h1 = d hN−1 = d+ 1 m− d d r1 + r2 + 1 W0,2BTL
Hd1,d2 h1 = d1 + 1 hN−1 = d2 + 1 d1 d2 Wubd1−d2
d1 > d2
Hd1,d2 h1 = d1 + 1 hN−1 = d2 + 1 d1 d2 Wbud2−d1
d1 < d2
Hd,d h1 = d+ 1 hN−1 = d+ 1 d d r12 = 1 W0,2BTL
Hd1,d2+1 h1 = d1 + 1 hN−1 = d2 d1 m− d2 Wuud1−d2−1
d1 > d2 + 1
Hd1,d2+1 h1 = d1 + 1 hN−1 = d2 d1 m− d2 Wbbd2+1−d1
d1 < d2 + 1
Hd,d+1 h1 = d+ 1 hN−1 = d d m− d r1 + r2 + 1 W0,2BTL
Hd1+1,d2+1 h1 = d1 hN−1 = d2 m− d1 m− d2 Wbud1−d2
d1 > d2
Hd1+1,d2+1 h1 = d1 hN−1 = d2 m− d1 m− d2 Wubd2−d1
d1 < d2
Hd+1,d+1 h1 = d+ 1 hN−1 = d+ 1 m− d m− d r12 = 1 W0,2BTL
❚❛❜✳ ❆✳✶ ✕ ✷❇❚▲ ▼♦❞✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✺✹
❛r❡ ♥♦✇ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜② ♣❤②s✐❝✐sts✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❈❋❚✱ t❤❡ ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s ❛r✐s❡ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡r✐❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧
✉♥✐t❛r② t❤❡♦r✐❡s✳
■♥ ❬✼❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ✜♥❞
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱
♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♦♥ N str❛♥❞s
TN = b1b2
( ∏
i even
1 + ei
)(∏
i odd
1 + ei
)
✭❆✳✾✶✮
s♦ t❤❡ ❧♦♦♣s t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✇❡✐❣❤t n1 =
[r1+1]q
[r1]q
✱ t❤♦s❡
t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛ ✇❡✐❣❤t n2 =
[r2+1]q
[r2]q
✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t♦✉❝❤✐♥❣ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛
✇❡✐❣❤t n12 =
h
r1+r2−1+r12
2
i
q
h
r1+r2−1−r12
2
i
q
[r1]q [r2]q
✳
❋✐❣✳ ❆✳✺ ✕ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳
❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✭♦r ❛
♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛r❦♦✈ tr❛❝❡ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t t♦ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❧♦♦♣s✮
Z = Tr
{
(TN )
L
}
. ✭❆✳✾✷✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Z ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ✭A.42✮
Z = trV0,2BTL (TN )
L +
∑
j>0
α,β=b,u
Dαβ2j trVαβ2j (TN )
L . ✭❆✳✾✸✮
✶✺✺
❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t L,N →∞ ✇✐t❤ τ = L/N ✜①❡❞✳ ▲❡t ✉s
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs
Kαβs =
(
lim
L,N→∞
trVαβs (TN )
L
)
renorm.
✭❆✳✾✹✮
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠
Z = K0,2BTL +
∑
j>0
α,β=b,u
Dαβ2j Kαβ2j . ✭❆✳✾✺✮
❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs
K0,2BTL =
q−c/24
P (q)
∑
n∈Z
qhr12−2n,r12 ✭❆✳✾✻❛✮
Kbb2j =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qhr1+r2−1−2n,r1+r2−1+2j ✭❆✳✾✻❜✮
Kbu2j =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qhr1−r2−1−2n,r1−r2−1+2j ✭❆✳✾✻❝✮
Kub2j =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qh−r1+r2−1−2n,−r1+r2−1+2j ✭❆✳✾✻❞✮
Kuu2j =
q−c/24
P (q)
∑
n≥0
qh−r1−r2−1−2n,−r1−r2−1+2j ✭❆✳✾✻❡✮
✇❤❡r❡ q = e−πτ ✭♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ q ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Uq[SU(2)]✮✱ P (q) =
∏
k≥1
(
1− qk)✱
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ ✐s
c = 1− 6
m(m+ 1)
✭❆✳✾✼✮
❛♥❞ t❤❡ ❑❛❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ✐s
hr,s =
[(m+ 1)r −ms]2 − 1
4m(m+ 1)
. ✭❆✳✾✽✮
❚❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❧♦❜ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs
❝♦rr❡♣s♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ 1BTL tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
Kbs =
q−c/24
P (q)
qhr1,r1+s ✭❆✳✾✾❛✮
Kus =
q−c/24
P (q)
qh−r1,−r1+s ✭❆✳✾✾❜✮
❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷❪✱❬✾❪✮
Ks =
q−c/24
P (q)
(
qh1,1+s − qh−1,1+s
)
. ✭❆✳✶✵✵✮
✶✺✻
❆✳✺✳✶ ❋r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛s t♦ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛ ✿ ♠❛❣✐❝ ✐♥
t❤❡ s♣❡❝tr❛
❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✭A.99✮ ❢♦r 1BTL ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
qL0−c/24 ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❱✐r❛s♦r♦ ♠♦❞✉❧❡ Vr1,r1+s ♦r V−r1,−r1+s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t
✭♣r♦♣❡r❧② r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ (TN )
L ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ 1BTL ♠♦❞✉❧❡ Vbs ✐s ❛ tr❛❝❡ ♦✈❡r
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❱✐r❛s♦r♦ ♠♦❞✉❧❡✳ ■t s❡❡♠s r❛t❤❡r ❤♦♣❡❧❡ss t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❜♦✉t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ♦♥❡ ❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❞❡❞✉❝❡ s♦♠❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤✐♥❣s ✉s✐♥❣ ✇❤❛t
✇❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛♥❞
s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛✳ ▲❡t
✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ r1 = 1 ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
Vbs/Vus+2 ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ TL ♠♦❞✉❧❡ Vs ✇❤❡r❡ b1 ❛❝ts tr✐✈✐❛❧❧② ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳
❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t✱ ❢♦r r1 = 1✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❱❡r♠❛ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r
t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛ V−r1,−r1+s+2 ⊂ Vr1,r1+s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
r❡s✉❧t t❤❛t ❢♦r r ❛♥❞ s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ V−r,s ⊂ Vr,s ✭♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ m ✐s✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛❜♦✉t t❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t ✇❤❡♥
r1 = 1 (
lim
L,N→∞
tr(Vbs/Vus+2) (TN )
L
)
renorm.
= Kbs −Kus+2 = Ks ✭❆✳✶✵✶✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✭A.99✮ ❛♥❞ ✭A.100✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ 1BTL
r❡❞✉❝❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ TL ✇❤❡♥ r1 = 1✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r r1 ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 1BTL Vbs/Vus+2r1 ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
Kbs −Kus+2r1 =
q−c/24
P (q)
(
qhr1,r1+s − qh−r1,r1+s
)
✭❆✳✶✵✷✮
❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛ ✭m ❣❡♥❡r✐❝✮✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛ 2BTL✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥
r2 = 1 ❛♥❞ r12 = r1 t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✧r❡❞✉❝❡s✧ t♦ 1BTL ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
q✉♦t✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Vbb2j/Vbu2j+2 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Vb2j ✭✇❤❡r❡ b2 = Id✮✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s
t♦ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❛s
Kbb2j −Kbu2j+2 = Kb2j ✭❆✳✶✵✸✮
❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❢♦r Vub2j /Vuu2j+2 ∼= Vu2j
Kub2j −Kuu2j+2 = Ku2j . ✭❆✳✶✵✹✮
❋♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤♦✉t str✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t V0,2BTL/
(Vbu2 ∪ Vuu2 ) ∼= V0,1BTL ✭✇❤❡r❡ b2 =
Id✮ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝❤❛r❛❝t❡rs
K0,2BTL −Kbu2 −Kuu2 = K0,1BTL. ✭❆✳✶✵✺✮
✶✺✼
❚❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ❝❧❡❛r ♥♦✇ ✿ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✐♥ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠❡♣r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t ❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
♦❢ ❱❡r♠❛ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❋♦r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①
✭A.91✮✱ t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❡①❛❝t❧② ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✭A.96✮✱ ✭A.99✮ ❛♥❞ ✭A.100✮✳
❆✳✺✳✷ ❈♦♥❢♦r♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s ❢♦r ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦ m ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥ ❬✸❪✱
♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t ❢♦r ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ s✐③❡ N ×L ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ L ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✐s
TN =
( ∏
i even
1 + ei
)(∏
i odd
1 + ei
)
✭❆✳✶✵✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ei✬s ❛❝t ♦♥ t❤❡ ❘❙❖❙ st❛t❡s |h0, . . . , hN 〉 ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭A.8✮✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ✜① h0 = a1✱ ✇✐t❤
1 ≤ a1 ≤ m ❢♦r ❛❧❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ✜① ❜♦t❤ h0 = d1 ❛♥❞ h1 = d1 + 1
✭♦r h0 = d1 + 1 ❛♥❞ h1 = d1✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✧a✧
❛♥❞ ✧d✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♠♣♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st
❤❡✐❣❤ts✳
❛ ✧a1/a2✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
Ha1,a2 = {|h0 = a1, . . . , hN = a2〉 | hi ∈ {1, . . . ,m} and |hi − hi+1| = 1}
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ TL ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭A.8✮✳ ❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛♥s✇❡r ✐s
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s♣✐♥
σ1 = (a1 − 1)/2 ❛♥❞ σ2 = (a2 − 1)/2 ♦❢ Uq[SU(2)]
σ1 ⊗ σ2 =
min(σ1+σ2,m−1−σ1−σ2)⊕
σ=|σ1−σ2|
σ ✭❆✳✶✵✼✮
s♦ ✇❡ ❤❛✈❡
Ha1,a2 ∼=
min(a1+a2−2,2m−a1−a2)⊕
s=|a1−a2|
s=a1+a2 mod 2
Ws ✭❆✳✶✵✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡Ws ❛r❡ t❤❡ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇✐t❤ h0 = 1
❛♥❞ hN = 1 + s✳ ◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ✭A.100✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡
✭A.5✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❙❖❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Ws ✐s
χs =
∑
k≥0
K2k(m+1)+s −
∑
k≥1
K2k(m+1)−2−s. ✭❆✳✶✵✾✮
✶✺✽
❚❤✐s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳
χs = χ1,1+s. ✭❆✳✶✶✵✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭A.108✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❙❖❙ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛♥
❛♥♥✉❧✉s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s✱ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t
Za1/a2 =
min(a1+a2−2,2m−a1−a2)∑
s=|a1−a2|
s=a1+a2 mod 2
χ1,1+s ✭❆✳✶✶✶✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✶❪✳
❜ ✧d/a✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s h0 = d✱ h1 = d + 1 ❛♥❞ hN = a✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡
Hd,a = {|h0 = d, . . . , hN = a〉 | hi ∈ {1, . . . ,m} and |hi − hi+1| = 1} .
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ h1 = d+1 ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Hd,a✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
♠❛tr✐①
TN = b1
( ∏
i even
1 + ei
)(∏
i odd
1 + ei
)
✭❆✳✶✶✷✮
✇❤❡r❡ b1 ❛❝ts ❛s
b1 |h0 = d, h1, . . .〉 = δh1,d+1 |h0, h1, . . .〉 . ✭❆✳✶✶✸✮
❚❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s tr❡❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ A.4.3 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ❛❝t✐♦♥ ♦❢ b1 ✇❡ ❤❛✈❡
r1 = d✱ ❛♥❞ ✐❢ a ≥ d
Hd,a ∼=Wba−d ✭❆✳✶✶✹✮
❡❧s❡ ✐❢ a < d
Hd,a ∼=Wud−a ✭❆✳✶✶✺✮
❛s 1BTL ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✭A.99✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭A.66✮ ✭♦r ✭A.67✮
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Wbs ✐s
χbs =
∑
k≥0
(
Kb2k(m+1)+s −Ku2k(m+1)+2r1+s
)
−
∑
k≥1
(
Kb2k(m+1)−2r1−s −Ku2k(m+1)−s
)
= χr1,r1+s
✭❆✳✶✶✻✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝❤❛r❛❝t❡r χr1,r1+s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞
χus = χ−r1,−r1+s. ✭❆✳✶✶✼✮
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐t
Zd/a = χd,a ✭❆✳✶✶✽✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✶❪✳
✶✺✾
❝ ✧d1/d2✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❲❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❧❛st s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦✇✳ ❲❡ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ h0 = d1 + 1✱
h1 = d1✱ ❛♥❞ hN−1 = d2 + 1✱ hN = d2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s
Hd1+1,d2 = {|h0 = d1 + 1, . . . , hN = d2〉 / hi ∈ {1, . . . ,m} and |hi − hi+1| = 1}
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ 2BTL ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ b1 ❛♥❞ b2
b1 |h0 = d1 + 1, h1, . . .〉 = δh1,d1 |h0, h1, . . .〉 . ✭❆✳✶✶✾✮
❛♥❞
b2 |. . . , hN−1, hN = d2〉 = δhN−1,d2+1 |. . . , hN−1, hN = d2〉 . ✭❆✳✶✷✵✮
❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭A.91✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ c✱ s♦
✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❛t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ A.1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r
d1 + 1 > d2 ✇❡ ❤❛✈❡
Hd1+1,d2 ∼=Wbbd1+1−d2 ✭❆✳✶✷✶✮
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✭A.96✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭A.77✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Wbbd1+1−d2 ✇r✐t❡s
χbbs =
∑
k≥0
Kbb2k(m+1)+s −
∑
k≥1
Kbb2k(m+1)−2(r1+r2−1)−s
−
∑
k≥0
Kub2k(m+1)+2r1+s +
∑
k≥1
Kub2k(m+1)−2(r2−1)−s
−
∑
k≥0
Kbu2k(m+1)+2r2+s +
∑
k≥1
Kbu2k(m+1)−2(r1−1)−s
+
∑
k≥0
Kuu2k(m+1)+2(r1+r2)+s −
∑
k≥1
Kuu2k(m+1)+2−s
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r
χbbs =
r1+r2−2∑
n=|r1−r2|
n=r1+r2mod 2
χ1+n,r1+r2−1+s. ✭❆✳✶✷✷✮
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✭A.79✮ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ A.1✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s h0 = d✱ h1 = d + 1 ❛♥❞ hN−1 = d + 1✱ hN = d✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
r1 = r2 = d ❛♥❞ r12 = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s Hd,d ∼= W0,2BTL✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r
✶✻✵
♦❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭A.77✮
χ0 = K0 −
∑
k≥1
(
Kbb2k(m+1)−2d −Kbb2k(m+1)−2d+2
)
−
∑
k≥0
(
Kuu2k(m+1)+2d −Kuu2k(m+1)+2d+2
)
−
∑
k≥0
Kbu2k(m+1)+2 +
∑
k≥1
Kbu2k(m+1)
−
∑
k≥0
Kub2k(m+1)+2 +
∑
k≥1
Kub2k(m+1)
=
q−c/24
P (q)
r−1∑
n=0
∑
k∈Z
(
qh1+2n,1+2k(m+1) − qh1+2n,−1+2k(m+1)
)
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❱✐r❛s♦r♦ ❝❤❛r❛❝t❡rs
χ0 =
min(d−1,m−d−1)∑
n=0
χ1+2n,1. ✭❆✳✶✷✸✮
❙✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ A.1✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❢♦r♠✉❧❛
Zd1,d2 =
min(d1+d2−2,2m−2−d1−d2)∑
n=|d1−d2|
n=d1+d2mod 2
χ1+n,1. ✭❆✳✶✷✹✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❛r❞② ❬✶❪✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭A.111✮✱ ✭A.118✮✱ ❛♥❞ ✭A.124✮ ♠✉st ❜❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❢✉s✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Φ1,a ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✧a✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ Φd,1
❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✧d✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♥❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤❡r❡✱ t❤❡s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠
✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ✇❡ ❞r❛✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s A.4.3 ❛♥❞ c ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❘♦❝❤❛✲❈❛r✐❞✐ ♦♥❡ ✐♥ ❈❋❚✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ ♦✉r
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭A.111✮✱ ✐t ✐s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ Ha1,a2 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t
r✉❧❡s ♦❢ Uq[SU(2)] ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐ts ✜♥❛❧ ❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉s✐♦♥
Φ1,a1 × Φ1,a2 ✳ ❋♦r t❤❡ ✧d✧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
❣♦ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ♥✐❝❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭A.124✮✳
❆✳✻ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❢♦r 1BTL
■♥ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♦❢ 1BTL✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✭A.52✮✳ ❚❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ 1BTL ❛r❡ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❏❲
♣r♦❥❡❝t♦rs ✭s❡❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.23✮✮ ❛♥❞ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❛s✐s ✇❤❡r❡ t❤❡
✶✻✶
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❋✐❣✳ ❆✳✻ ✕ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ 1BTL ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭A.23✮✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
✶✻✷
s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✭A.52✮✳
❚❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ A.6✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✳
✕ ■❢ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ s✐♠♣❧② ❛❞❞s ❛ str✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ s str✐♥❣s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ s + 1 str✐♥❣s ❝❛rr② t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r
P us+1✳
✕ ■❢ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ str❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡
st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st str✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str✐♥❣ ✇❛s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡s ❜② t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P us ✱ t❤❡ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t♦r t♦♦✳
❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s− 1 str✐♥❣s✳
✕ ■❢ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ str✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ✇✐t❤ s str✐♥❣s✳ ❚❤❡ s+ 1 str✐♥❣s ❝❛rr② t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P bs+1✳
✕ ■❢ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ str❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡
st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st str✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲❧♦♦♣ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r P bs ✳
❲✐t❤ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ Vbs ♦r Vus ✐s ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛t❤ ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱
t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡✐r s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ A.4.1✮ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❝♦rr❡♣s♦♥❞✐♥❣ t✇♦ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳
❚❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭A.49✮ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❏❲ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❛ st❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✉s✐♥❣ ✐ts ♣❛t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳
✕ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ♦♥❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ str✐♥❣s t♦ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s− 1 ✉♥❜❧♦❜❜❡❞
str✐♥❣s ✭ie t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② Dus /Dus−1✳
✕ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ♦♥❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s ❜❧♦❜❜❡❞ str✐♥❣s t♦ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ s − 1 ❜❧♦❜❜❡❞
str✐♥❣s ✭ie t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢✲tr✐❛♥❣❧❡✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② Dbs/Dbs−1✳
✕ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r 1 ✐♥ ❡✈❡r② ❏❲
♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦✉r P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❜❛s✐s ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ A.4.1✳ ◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❢♦r 1BTL✳ ▲❡t ∆bs(N) ❜❡ t❤❡ ●r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞✉❧❡ Vbs ♦♥ N str❛♥❞s ✭❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ♠♦❞✉❧❡✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡s
❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡ ❢♦r s > 0
∆bs(N + 1) =
(
Dbs+1/Dbs
)dimVbs+1(N)
∆bs+1(N)∆
b
s−1(N) ✭❆✳✶✷✺✮
❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❜❧♦❜❜❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ✇✐t❤ b r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② u✳ ❋♦r s = 0 ✇❡ ❤❛✈❡
∆0(N + 1) =
(
Db1
)dimVb1(N)
(Du1 )dimV
u
1 (N)∆b1(N)∆
u
1(N). ✭❆✳✶✷✻✮
✶✻✸
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r N = 1 ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠♣❧② ∆b1(1) = ∆
u
1(1) = 1✳ ❚❤❡♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✇❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭A.52✮ ✐s ♣r♦✈❡♥✳
❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡
✭s❛② t❤❡ ❇r❛t❡❧❧✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✮ ✐s tr✉♥❝❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r
t❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❛❧❣❡❜r❛ 2BTL✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❞❞
❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ str❛♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛s❝❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭A.76✮ r✐❣♦r♦✉s❧② ②❡t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛ ✭A.71✮ ✇❛s
♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✽❪✳
✶✻✹
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❬✶❪ ❏✳ ❈❛r❞②✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢✉s✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❱❡r❧✐♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✸✷✹✱
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❬✷❪ ❏✳▲✳ ❈❛r❞②✱ ❚❤❡ O(n) ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s✱ ❏✳ ❙t❛t✳ P❤②s✳ ✶✷✺✱ ✶✲✷✶✱ ✷✵✵✻✳
❬✸❪ ▼✳ ❇❛✉❡r ✫ ❍✳ ❙❛❧❡✉r✱ ❖♥ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❤❡✐❣❤t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✸✷✵✱ ✺✾✶✲✻✷✹✱ ✶✾✽✾✳
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◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ ✽✶✸✱ ✹✸✵✲✹✺✾✱ ✷✵✵✾✳
❬✽❪ ❏✳ ❞❡ ●✐❡r ✫ ❆✳ ◆✐❝❤♦❧s✱ ❚❤❡ t✇♦✲❜♦✉♥❞❛r② ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛ ✸✷✶✱
✶✶✸✷✲✶✶✻✼✱ ✷✵✵✾✳
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